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非平衡态热力学概论
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非平衡态热力学是一门虽已得到很大发展但仍未完全成熟的基础物理学

科,对它的研究带有根本性的意义。国外(特别是欧美)的研究比较盛行,出现了

若干学派和重要理论分支,而国内的研究则相对薄弱。因此本书写作的目的之

一是,向人们展示这门学科业已取得的重要成就和诱人之处,希望国内对它的研

究能够得到重视和加强。
非平衡态热力学自产生至今已经历了一个半世纪的艰苦发展,学说及流派

纷呈,这不禁使人想起那个古印度寓言故事“瞎子摸象”;客观地说,每种学说都

“摸”中了非平衡态热力学这个“大象”的一个侧面、局部,从而得到了一个片面的

认识;也许,如有可能将之统一起来,就能获得关于非平衡态热力学的完整认识。
在此方面若本书能起到抛砖引玉的作用,当为学术之幸,而作者本人亦感到莫大

欣慰。
由于本书的主旨为对非平衡态热力学在各个发展时期的主要基础理论进行

简明扼要的系统介绍,因此不可避免地要淡化处理很多重要问题。尽管这些问

题也会被提及,但阐述的篇幅却不够多,如场与变分、稳定性等。
既然本书主要介绍理论框架,因此基本不涉及它们的具体应用。而非平

衡态热力学的应用具有非常丰富的内容,比如说在化学物理、生物物理、连续

统力学等方面,甚至超出了自然科学,在社会科学当中也得到了相当重视和应

用。若要按专题领域划分的话,基本上就是唯象论的几大领域,包括相变、滞
后、波动、弛豫、扩散等。恐怕每一个具体领域都可写成一本内容丰富的专著;
自然地,读者们也不会期望在本书中找到有关内容,而应该阅读各专门领域的

文献。
本书系统性较强,且简明扼要,故本书写作的又一个目的是,让物理专业或

力学专业某些研究方向的研究生或科技人员可以花费较少的时间而迅速地了解

这门学科的全貌,尽快走向学科前沿。
在写作本书的过程中,尽量做到各部分内容之间的前后呼应,将非平衡态热
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力学各分支之间的传承关系及重要区别交代清楚;另外,全面客观地评论各主要

分支,以引发读者进一步思考,为深入研究打下基础。
由于作者水平有限,书中难免有不足甚至谬误之处,在此恳切读者批评

指正。

艾树涛

2016年10月1日
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热力学(thermodynamics)和统计物理学(statisticalphysics)都是研究由大

量微观粒子组成的宏观体系的热运动规律及与热运动有关的物性,另外,还研究

体系随时间的演化。尽管二者的研究对象和目的相同,但研究方法却存在差异。
热力学是通过对热现象的观测、实验和分析进而总结出基本规律并以此为基础

进行逻辑演绎而建立,结论具有普遍性,但必须同实验结合才能给出具体的结

果。此外,由于热力学不考虑物质的微观结构,因此不能解释宏观物理量的涨落

(fluctuation)现象。而统计物理学考虑宏观物质体系的微观结构,能够把热力

学中的基本定律归结为基本的统计原理,并且能够解释涨落现象和求得具体物

质的特性。可见,二者方法相辅相成,可以取长补短,各具特色但又融会贯通。
关于非平衡态情形下热力学与统计物理学的联系,在本书后面的“结束语”中还

会作进一步的阐述。
平 衡 态 热 力 学 (equilibrium thermodynamics),又 称 可 逆 过 程 热 力 学

(thermodynamicsofreversibleprocesses),研究的是可逆过程中的热运动规律、
处于平衡态的宏观物质体系的物性以及体系的演化。由于理想化的可逆过程中

的每一个状态都是平衡态,这实际上只有在满足状态的变化远远慢于由此变化

而导致的体系状态趋于平衡态的弛豫(relaxation)的条件下才能作此理想化的

抽象。实际中这样的过程称准静态过程(quasi-staticprocess)。这种抽象的后

果,作为一个引人注目的事实,时间并不出现在理论之中,是一个无足轻重的

因素。
平衡态热力学已经取得了显著的成就。在几个由实验事实总结出来的热力

学基本定律的基础上,借助于几个热力学函数,通过逻辑演绎的数学手段,可建

立起宏观体系热运动的规律及求解出与热运动有关的物性。对于热均匀体系,
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在热力学意义下,求一切热力学量可最终归结为某一压强p0 下的比定压热容量

c0
p(或某一体积V0 下的比定容热容量c0

v)和状态方程(equationofstate),而热容

量和状态方程则可由实验测得。对于特定的热力学过程,则可对状态方程施加

相应的约束,从而得到此过程中的状态方程(过程方程)。不仅如此,平衡态热力

学在某种程度上也能刻画体系的演化,相变(phasetransition)的宏观理论就是

一个实例。
但平衡态热力学有着很大的局限性,那就是它只研究了平衡态及其过程这

种特殊情况。而在实际当中,非平衡态(non-equilibriumstate)及由其组成的不

可逆过程(irreversibleprocess)却具有普遍性。一个实际过程中的任何一个状

态,都或多或少地偏离平衡态,因此严格意义上的可逆过程或平衡态过程只能是

一种理想化的抽象,任何宏观过程的本质都具有不可逆性,热力学第二定律就是

关于宏观过程不可逆性的定律。对于不可逆过程,从平衡态热力学出发只能得

到非常有限的信息,比如说,可以根据热力学函数的不等式判断过程的方向;如

果不可逆过程的初末态都是平衡态,可以通过初态和末态之间热力学函数之间

的关系求得整个过程的总效应。但是,关于过程中间变化的细节则无从知晓。
平衡态热力学,作为一种不含时间的理论,很难说能够精确刻画体系状态随时间

的演化。这样,就有必要建立关于不可逆过程的热力学,即非平衡态热力学

(non-equilibriumthermodynamics),或称不可逆过程热力学(thermodynamics
ofirreversibleprocesses)。我们知道,平衡态是在热力学极限 N→∞,V→∞,

N/V→const(N,V 分别为体系的粒子数和体积)下才严格正确的概念,因此,尽
管体积作为热力学变量之一出现在平衡态热力学的表述中,但实际上平衡态热

力学忽略了体系的表面和界面。许多情况下,表面和界面对体系的性质有着不

可忽视的影响,故平衡态热力学在这一点上也是有局限性的。非平衡体系总体

上是不均匀的,我们只能一个局部一个局部地研究,这就有可能从根本上考虑表

面和界面的影响。
非均匀体系内部不均匀是它的一个基本特点,这种不均匀性总是要自发地

趋于消除,这可以看成不可逆性的根源。体系必然地要处于演化之中,因此,时
间是非平衡态热力学的一个基本因素。体系趋于平衡的过程,也就是能量耗散

(dissipation)的过程,从某种意义上说,耗散和不可逆性是同义词。一个孤立体

系趋于平衡态的过程,称为弛豫。而一个存在外加约束的体系,其内部会存在各

种输运过程,另外还有热力学量的涨落过程,这些是主要的不可逆过程。
非平衡态热力学相比平衡态热力学,数学处理要复杂得多,但物理内涵却更

丰富、更深刻,也更普遍。
但是,不能将非平衡态热力学同平衡态热力学对立起来,因为后者无非是前
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者在满足平衡态条件下的特例。
非平衡态热力学起始于19世纪中期,到现在已经经历了一百多年艰苦而缓

慢的发展,虽取得了很大成就,但仍未成熟,尚处于不断的发展之中,许多新的观

念和概念不断涌现。这期间,经历了许多发展时期,出现了众多学说和流派,其
称谓也多种多样,不过现在人们一般更乐于采用“非平衡态热力学”一词来概括

它们。它们正确与否及其作用应该由历史来定位。



在偏离平衡态不远的非平衡区,热力学流(thermodynamicflux)和热力学

力(thermodynamicforce)之间满足线性关系,故称相应的非平衡态热力学理论

为线性热力学(linearthermodynamics)。它以1931年昂色格(Onsager)建立

的、以他的名字命名的昂色格倒易关系(Onsagerreciprocalrelations)以及1945
年普里戈金(Prigogine)确立的最小熵产生原理(principleofminimumentropy
production)为主要结果,是一种成熟的理论。

1.1　连续统物理基本平衡方程

由于热力学理论把物质看成连续统(continuum),用连续函数表示物质的性

质,因此在此先介绍在整个热力学中占有基础地位的质量、动量、能量、电荷以及

熵的平衡方程(balanceequation)。
考虑连续统中一质量为 M、体积为V、边界为Σ 的一部分。根据连续统假

设,对任一广延量B,有

lim
ΔM→0

ΔB
ΔM =b,　lim

ΔM→0

ΔB
ΔV =ρb　 或 　B=∫V

ρbdV (1.1.1)

其中ρ为质量密度,b为B 的密度(单位质量物质所拥有的B)。对于任意的b,
平衡方程的一般形式由下式给出

∫V(t)

∂
∂t

(ρb)dV =-∫Σ(t)
Jb·ndΣ+∫V(t)

σbdV (1.1.2)

其中 ∂
∂t

是 局 域 导 数 (localtimederivative),或 称 欧 拉 导 数 (Euleriantime

derivative)。见附录A,Jb 是B 的流密度矢量或张量,即单位时间内通过单位面
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积的流量,n是指向Σ 外侧的单位法向矢量,σb 是B 的产生率,即单位时间单位

体积内产生的B。应用高斯定理并将积分号拿掉,可得到平衡方程的局域形式

∂
∂t

(ρb)=- Ñ·Jb+σb (1.1.3)

当σb=0时,则称物理量B 是守恒的。
从热力学第一定律和伽利略原理出发,可方便地推得质量、动量和能量的平

衡方程。

1.1.1　单组元体系

对于电中性体系,热力学第一定律表达了一种能量平衡

dE
dt =dW

dt +dQ
dt

(1.1.4)

这里E=U+K 为总能量,其中U 为内能,K 为动能,W 为由体积力F(施加在

单位质量上)和面力T做的功,Q 为通过表面与外界交换的热量。更为明确地,

U,K,dQ/dt和dW/dt由下面的式子给出

U =∫V(t)ρudV,　K = 1
2∫V(t)ρ■·■dV

dQ
dt =-∫Σ(t)

q·ndΣ,　dW
dt =∫Σ(t)

T·■dΣ+∫V(t)ρF·■dV (1.1.5)

其中T与压强张量P 的关系即柯西关系(Caucky’srelation)T=-P·n,u是内

能密度(每单位质量),■代表速度,q是热流矢量(heatfluxvector)。将式(1.1.5)
代入式(1.1.4),并应用雷诺输运定理(Reynoldstransporttheorem)

d
dt∫V(t)

bdV =∫V(t)

∂b
∂tdV+∫Σ(t)

b■·ndΣ

可得能量平衡方程的局域形式

　ρ(u·+■·■·)+ u+1
2■·æ

è
ç

ö

ø
÷■ (ρ

·+ρÑ·■)

=- Ñ·q-PT:Ñ■-■·(Ñ·P)+ρF·■ (1.1.6)
其中上 标 “T”表 示 转 置,字 母 上 边 加 “·”表 示 随 体 导 数 (materialtime
derivative)或拉格朗日导数(Lagrangiantimederivative)(d/dt=∂/∂t+■·Ñ,
见附录 A)。张量的双点乘

A:B= ∑
i,j

AijBij

有关张量运算的基本知识见附录B。
式(1.1.6)在伽利略变换(Galileotransformation)■→■+■0 下应保持不

变,其中■0 是常数。在式(1.1.6)中以■+■0 代替■并减去式(1.1.6),得
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1
2■0·■0(ρ

·+ρÑ·■)+■0·[(ρ
·+ρÑ·■)■+ρ■·+ Ñ·P-ρF]=0

(1.1.7)
显然,上式若对任意■0 成立,以下关系应满足

ρ
·=-ρÑ·■ (1.1.8)

ρ■· =- Ñ·P+ρF (1.1.9)
而式(1.1.6)约化为

ρu
· =- Ñ·q-PT:Ñ■ (1.1.10)

另外,质量平衡方程(1.1.8)也可用比体积v(=1/ρ)表示(注意不要与速度■相

混)

ρv
·= Ñ·■ (1.1.11)

式(1.1.8)~(1.11.10)分别是质量、动量和内能的平衡方程的拉格朗日表示,质
量平衡方程又被称作连续性方程。

若采用局域导数(欧拉表示),式(1.1.8)~式(1.11.10)可写为

∂ρ
∂t=- Ñ·(ρ■) (1.1.12)

∂(ρ■)
∂t =- Ñ·(P+ρ■■)+ρF (1.1.13)

∂(ρu)
∂t =- Ñ·(q+ρu■)-PT:Ñ■ (1.1.14)

其中■■是并矢。从式(1.1.12)~式(1.11.14)可明显看出各个流和源,如表1-
1所示。

很明显,质量是守恒的。P 和ρ■■分别是动量传输的传导(conduction)部
分和对流(convection)部分;若没有外(体积)力施加在体系上,则动量守恒。类

似地,q是内能传输的传导部分,ρu■是对流部分;-PT:Ñ■代表内能的源。

表1-1　流和源

物理量b 流Jb 源σb

质量 ρ■ 0
动量 P+ρ■■ ρF
内能 q+ρu■ -PT:Ñ■

式(1.1.13)点乘■,与式(1.1.14)相加,可得到总能量的平衡方程

∂
∂tρu+1

2■·æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]■ =- Ñ· q+ρu+1

2■·æ

è
ç

ö

ø
÷■ ■+P·[ ]■ +ρF·■

(1.1.15)
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从中可看出,若没有外力,总能量守恒。若考虑体系处于外势场中的情形,各平

衡方程的导出可参考苏汝铿编著《统计物理学》。
顺便提一下,可将速度梯度分解为一对称与一反对称部分

Ñ■=V+W (1.1.16)
其中

V = 1
2

[Ñ■+(Ñ■)T],　W = 1
2

[Ñ■-(Ñ■)T]

在笛卡儿坐标系(Cartesiancoordinate)中分量为

Vij = 1
2

∂vj

∂xi
+∂vi

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

j
,　Wij = 1

2
∂vj

∂xi
-∂vi

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

V 称作变形率张量,可进一步分解

V = 1
3

(Ñ·■)I+V
0

(1.1.17)

其中,I是二阶单位张量,V
0

是偏斜无迹张量。
不失普遍性,压强张量P可分解为平衡部分p 与黏性(viscous)部分Pv

P=pI+P■ (1.1.18)
更进一步,黏性压强张量P■ 可分解为一标量体黏性压强pv 和一无迹偏斜张

量P
0

■

P■ =pvI+P
0

■ (1.1.19)
而

pv = 1
3TrP■

1.1.2　多组元体系

考虑一包含N 个不同组元的体系,各组元质量密度为ρk(k=1,2,…,N),
其中有n个化学反应发生。假定体系空间的每一点都同时被每个组元的粒子占

据。引起第k组元质量变化的原因,其一是通过界面Σ流入体积V 内的第k 组

元的质量流,其二是在体积V 内发生化学反应使组元k 的质量发生变化。基于

这些考虑,有

∫V(t)

∂
∂tρkdV =-∫Σ(t)ρk■k·ndΣ+∑

N

k′=1
∑
n

l=1∫V(t)ρk′νklξ
·
ldV　(k=1,2,…,N)

(1.1.20)
其中,■k 是组元k的质心速度,νkl(注意不要与v相混)是组元k在化学反应l中
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的化学计量系数,正比于k组元的分子量和反应物的总质量(νkl对生成物是正

的,对反应物是负的),ξ
·
l 是化学反应l的速率。应用高斯定理并对等式右边第

二项中的指标k′求和,得

∂
∂tρk =- Ñ·(ρk■k)+ρ∑

n

l=1
νklξ

·
l　(k=1,2,…,N) (1.1.21)

这是组元k的质量平衡方程。另外,还可推导出组元k的动量及能量平衡方程

∂
∂t

(ρk■k)=- Ñ·(Pk+ρk■k■k)+ρkFk+Γk　(k=1,2,…,N)　(1.1.22)

∂
∂tρk uk+1

2■k·■æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]k =- Ñ· qk+ρk uk+1

2■k·■æ

è
ç

ö

ø
÷k ■k+Pk·■[ ]k

　　　　　　　　　　 　+ρkFk·■k+ek　(k=1,2,…,N) (1.1.23)
在式(1.1.22)和式(1.1.23)中,Fk 是作用在组元k 上的体积力,Pk,qk 和uk 分

别表示与组元k相关的分压强、分热流和分内能。动量产生Γk 和能量产生ek 是

由化学反应引起的,扮演着与质量产生类似的角色,包括化学反应力的贡献和各

组元间动量和能量交换的贡献。以上两式的推导过程,感兴趣的读者可参考S.
R.deGroot和P.Mazur著的《Non-equilibriumthermodynamics》一书。

定义总密度ρ和质心速度■

ρ= ∑
N

k=1
ρk (1.1.24)

ρ■= ∑
N

k=1
ρk■k (1.1.25)

而组元k的质量分数是

ck =ρk/ρ (1.1.26)

很明显,∑
N

k=1
ck =1。习惯上引入扩散速度wk 和扩散流Jk

wk =■k-■
Jk =ρk(■k-■) (1.1.27)

应有

∑
N

k=1
Jk =0 (1.1.28)

质量平衡方程可取下列形式

ρc
·
k =- Ñ·Jk+ρ∑

n

l=1
νklξ

·
l (1.1.29)

由满足总质量、动量、能量的平衡方程(1.1.12)、(1.1.13)和(1.1.15),可得到下

列约束方程
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∑
N

k=1
νkl =0　(l=1,2,…,n) (1.1.30a)

∑
N

k=1

(Pk+ρkwkwk)=P,　∑
N

k=1
ρkFk =ρF,　∑

N

k=1
Γk =0 (1.1.30b)

∑
N

k=1
ρk uk+1

2wk·wæ

è
ç

ö

ø
÷k =ρu,　∑

N

k=1
qk+ρwk uk+1

2wk·wæ

è
ç

ö

ø
÷k +Pk·w[ ]k =q

(1.1.30c)

　　　　　　　　　　　　　∑
N

k=1
ek =0 (1.1.30d)

方程(1.1.30a)表示在每个化学反应过程中的质量守恒,方程(1.1.30b)和

(1.1.30c)指出各分压强、各分内能、各分热流的各自的和仅是总压强、总内能和

总热流的一部分贡献。

1.1.3　荷电体系

在这一小节里,将对处于电磁场中由N 个荷电组元组成的体系的平衡方程

进行推导。以zk 表示每单位质量的组元k所带有的电荷,则每单位质量的所有

组元所带有的总电荷由下式确定

ρz= ∑
N

k=1
ρkzk (1.1.31)

电流密度可定义为

I= ∑
N

k=1
ρkzk■k (1.1.32)

可分成

I= ∑
N

k=1
ρkzk(■k-■)+∑

N

k=1
ρkzk■ (1.1.33)

定义传导电流

ik = ∑
N

k=1
ρkzk(■k-■)= ∑

N

k=1
zkJk (1.1.34)

利用式(1.1.31),则式(1.1.32)可写为

I=i+ρz■ (1.1.35)
其中ρz■是对流电流。

为了方便,假定体系的各组元间不发生化学反应,并且假定极化效应可忽

略。电荷守恒可直接由质量守恒式(1.1.29)推导出来。式(1.1.29)两边乘以

zk 并对k求和,则可得到
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ρz
·=- Ñ·i (1.1.36)

或者,等价地

∂
∂t

(ρz)=- Ñ·I (1.1.37)

　　动量和能量的平衡方程可由与第一小节里同样的步骤得到,唯一不同的地

方在于功随时间的变化率dW/dt,这里它包括了一个与电磁力有关的项

dWe-m

dt =∫V(t)∑
N

k=1
ρkFk·■kdV (1.1.38)

其中,We-m表示电磁力做的功,而Fk 表示作用在单位质量的k 组元上的洛伦兹

(Lorentzforce)

Fk =zk(E+■k×B) (1.1.39)
其中,E是电场强度,B是磁感应强度。式(1.1.38)可很方便地写成

dWe-m

dt =∫V(t

é

ë
ê
ê) ∑

N

k=1
ρkzk(E+■k×B)·■+i·E+i·(■×B

ù

û
ú
ú)dV

(1.1.40)
定义Ut 为内能U 与扩散能之和

Ut =U+1
2∫V(t)∑

N

k=1
ρkwk·wkdV (1.1.41)

总能量的平衡方程为

dUt

dt +dK
dt =dQ

dt+dWmec

dt +dWe-m

dt
(1.1.42)

其中,K 是质心的动能

K = 1
2∫V(t)ρ■·■dV (1.1.43)

dWmec/dt是机械功的变化率

dWmec

dt =-∫V(t)
[Ñ·(■·P)-ρF·■]dV (1.1.44)

其中应用了式(1.1.13)和式(1.1.14)。
可很容易地检验式(1.1.42)的局域形式为

ρu
·
t+ρ■·■· =- Ñ·q

é

ë
ê
ê+ ρF- Ñ·P+∑

N

k=1
ρkzk(E+■k×B

ù

û
ú
ú)·■

+i·(E+■×B)-P:Ñ■ (1.1.45)
令伽利略不变量ε为

ε=E+■×B (1.1.46)
代表在一个以速度■运动的坐标系里测得的电场,则式(1.1.45)变为
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　(-ρ■·+ρF- Ñ·P+ρzε+i×B)·■

=ρu
·
t+ Ñ·q+P:Ñ■-ε·i (1.1.47)

伽利略变换不变性可导致下面的动量和总能量的平衡方程

ρ■· =- Ñ·P+ρF+ρzε+i×B (1.1.48)

ρu
·
t =- Ñ·q-P:Ñ■+ε·i (1.1.49)

除了机械力以外,动量平衡方程(1.1.48)包括洛伦兹力ρzε和作用在电流i上的

拉普拉斯力(Laplaceforce)i×B的贡献。在能量平衡方程里,补充项ε·i可看

作是耗散能的变化率。

1.1.4　熵平衡方程

一般来说,体系的熵S随时间的变化率由两部分组成

dS
dt=deS

dt +diS
dt

(1.1.50)

其中,deS/dt是体系同环境交换熵的变化率,可正可负,也可为零;diS/dt是由

于体系中发生各种不可逆过程而导致的熵的变化率,由热力学第二定律,diS/dt
非负,即

diS
dt ≥0 (1.1.51)

当体系处于某一平衡态或在可逆过程中diS/dt为零,而在不可逆过程中为正。
不失一般性,分别定义(局域)比熵s(specificentropy)(或称熵密度)、(局

域)熵流密度Js(entropyfluxdensity)、(局域)熵产生率σs(rateofentropy
production)

S=∫V(t)ρsdV,　deS
dt =-∫Σ(t)

Js·ndΣ,　diS
dt =∫V(t)

σsdV　　(1.1.52)

将式(1.1.52)代入式(1.1.50),并应用高斯定理(Gausstheorem)和雷诺兹定理

(Reynoldstheorem),则可得到拉格朗日形式的局域熵平衡方程(localentropy
balanceequation)

ρs
·=- Ñ·Js+σs (1.1.53)

化为欧拉形式

∂
∂t

(ρs)=- Ñ·(Js+ρs■)+σs (1.1.54)

并且总有

σs ≥0 (1.1.55)
不等式(1.1.55)是平衡态热力学里的热力学第二定律所没有论及的内容,那里
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只论及一孤立体系的两平衡态之间的总熵是增加的。这里式(1.1.55)表明对于

体系的演化,体系中任一位置、任一时刻都有非负的熵产生。
非平衡态热力学的一个主要目的就是把熵产生σs 表达成那些表征不可逆

过程的变量的函数。由于它显示了过程的不可逆性的源泉,因此是非常重要的。
而且正是熵产生σs 的表达式能决定本构方程(constitutiveequation),而我们知

道,本构方程描述了体系对外部或内部变化而产生的动态响应。

1.2　局域平衡　熵流和熵产生

1.2.1　局域平衡假设

　　线性非平衡态热力学的基本假设是局域平衡(localequilibrium)。首先假

定体系的热学、力学性质之间的局域、即时关系同均匀的平衡体系是一样的,并
假定体系能在想象中被分成一系列单元,每个单元足够大以致可以把它们看成

宏观热力学亚体系,但又足够小以致可认为每个单元是平衡的。
局域平衡假设意味着:
(1)所有在平衡态热力学中定义的变量都是有意义的,比如温度、熵都严格

明确地如同它们在平衡态热力学里那样定义。在每个单元里,这些量是均匀的,
但不同的单元间却又是不同的。它们可被看作空间和时间变量(r,t)的连续

函数。
(2)假设各状态变量在各个时刻可被局域地表述,则它们之间的关系在体

系偏离平衡时仍维持平衡态热力学中的关系不变。这样,在体系偏离平衡时,熵
同各状态变量的关系仍同平衡态热力学。

对于N 个组元的流体,比熵s将是比内能u,比体积v和质量分数ck(k=1,
2,…,N)的函数,即s(r,t)=s[u(r,t),v(r,t),ck(r,t)],微分式

ds= ∂s
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

u v,ck
du+ ∂s

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

v u,ck
dv+∑

N

k=1

∂s
∂c

æ

è
ç

ö

ø
÷

k u,v,ck′
dck　(k′≠k)　　(1.2.1)

如同平衡态热力学,分别定义绝对温度T、压力p和化学势μk

T-1 = ∂s
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

u v,ck

,　T-1p= ∂s
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

v u,ck

,　T-1μk =- ∂s
∂c

æ

è
ç

ö

ø
÷

k u,v,ck′
　(k≠k′)

(1.2.2)
则可得到局域形式的吉布斯方程

Tds=du+pdv-∑
N

k=1
μkdck (1.2.3)
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此方程是导出局域熵产生率的基本出发点。需要注意的是,式(1.2.3)是在质心

坐标系中成立的,这是由于平衡态热力学不能处理对流现象。对于其他各种情

形,也可写出相应的吉布斯方程。
(3)局域平衡假设还可使我们从熵是一个凸函数这个性质来导出稳定性的

局域热力学条件,例如比热容和等温压缩系数是正值等性质。

1.2.2　熵流和熵产生

考虑一个荷电的 N 组元体系,其中有n个化学反应发生。对吉布斯方程

(1.2.3)求时间导数

Ts·=u·+pv·-∑
N

k=1
μkc·k (1.2.4)

将上式两端乘以ρ,并以由能量平衡方程(1.1.49)决定的u·,由总质量守恒方程

(1.1.11)决定的v·,由质量分数平衡方程(1.1.29)决定的c·k,去代上式中的u·,

v·,c·k,则可得到熵变化率

ρs
·=-1

T
Ñ·q-1

TP■:Ñ■+1
T∑

N

k=1
μk Ñ·Jk

+ρ
T∑

n

l=1
Alξ

·
l+1

Tε·i (1.2.5)

在得到上式的过程中,假定作用在各组元上的外力是等同的,并忽略了扩散速度

wk 的时间导数。Al 是第l种化学反应的化学亲和势(affinity),由下式定义

Al =-∑
N

k=1
νklμk　(l=1,2,…,n) (1.2.6)

　　应用压强张量的分解式(1.1.19),式(1.2.5)可重新写作

ρs
·=- Ñ

é

ë
ê
ê· 1 æ

è
ç

T q-∑
N

k=1
μkJ

ö

ø
÷

ù

û
ú
úk +q·Ñ

1æ

è
ç

ö

ø
÷

T -∑
N

k=1
Jk·Ñ μkæ

è
ç

ö

ø
÷

T -1
Tpv Ñ·■

-1
TP

0
:V

0

+ρ
T∑

n

l=1
Alξ

·
l+1

Tε·i (1.2.7)

　　同熵平衡方程式(1.1.53)比较,可发现熵流Js 和熵产生σs 分别是

Js = 1 æ

è
ç

T q-∑
N

k=1
μkJ

ö

ø
÷k (1.2.8)

和

σs =q·Ñ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

T -∑
N

k=1
Jk·Ñ μkæ

è
ç

ö

ø
÷

T -1
Tpv Ñ·■-1

TP
0

■:V
0

+ρ
T∑

n

l=1
Alξ

·
l+1

Tε·i

(1.2.9)
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　　式(1.2.8)表明熵流可分成两部分:一部分与热传导有关,另一部分与物质

扩散(diffusion)有关。从式(1.2.9)可看出六种不同的效应对熵产生率有贡献:
第一种是热传导,第二种是物质流,第三和第四种是机械耗散,第五种是化学反

应,第六种是电流。式(1.2.9)表明σs 为一系列两因子乘积的和,两因子分别称

热力学流Jα 和热力学力Xα(具体形式见表1-2)。用它们表示熵产生率则呈现

双线性结构。

表1-2　独立的热力学流和力

流Jα q Jk pv
P
0

■ ρξ
·

l i

力Xa Ñ
1( )T -Ñ μk( )T -

Ñ·■
T -V

0

T
Al

T
ε
T

σs = ∑
α
JαXα (1.2.10)

上式中的流Jα 和力Xα 并不一定是标量,也可是矢量和张量。在平衡态时,各流

和力消失。必须强调,将σs 分解为热力学流和力的任意性是有限的,应该让其

与昂色格倒易关系不违背(见1.4节)。

1.3　线性本构方程

热力学流是未知的,相比之下,热力学力是已知的,是状态变量和它们梯度

的函数。一般说来,某个流不仅依赖于与之共轭(conjugated)的力,还可能依赖

于作用在体系上的所有力。甚至,还有可能依赖于热力学状态变量T,p和ck

Jα =Jα(X1,X2,…,Xα,…;T,p,ck) (1.3.1)
以上流与力之间的关系称唯象或本构方程(phenomenologicalorconstitutive
equation),表现了不可逆过程中特定材料的性质。将式(1.3.1)围绕平衡态值

Jα,eq=0,Xα,eq=0展开,有

Jα = ∑
β

∂Jα

∂X
æ

è
ç

ö

ø
÷

β eq
Xβ+0(XβXγ)+… (1.3.2)

忽略二阶及高阶项并设

Lαβ = ∂Jα

∂X
æ

è
ç

ö

ø
÷

β eq
(1.3.3)

则有

Jα = ∑
β
LαβXβ (1.3.4)
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Lαβ称唯象系数,一般依赖于T,p和ck。本构方程(1.3.4)和质量、动量、能量平

衡方程一起构成了一个封闭的方程组,当初始条件和边界条件给定,则可求解。
实验上的证据和统计物理的考虑都表明一大类现象都可用线性流-力关系来描

述,特别是在宏观梯度变化范围比分子平均自由程大得多的输运过程中。
根据居里原理(Curieprinciple)(见1.4节),对于各向同性体系,不同张量

阶的流和力之间的耦合是被禁止的,表1.2中的流和力之间的最一般的线性本

构关系为

q=Lqq Ñ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

T -∑
N

k=1
Lqk Ñ μkæ

è
ç

ö

ø
÷

T +Lqe
ε
T

(1.3.5)

Jk =Lkq Ñ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

T -∑
N

j=1
Lkj Ñ μjæ

è
ç

ö

ø
÷

T +Lke
ε
T 　(k=1,2,…,N)　 (1.3.6)

i=Leq Ñ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

T -∑
N

k=1
Lek Ñ μkæ

è
ç

ö

ø
÷

T +Lee
ε
T

(1.3.7)

ρξ
·
j =ljv

T
Ñ·■+∑

n

l=1
ljl

Al

T 　(j=1,2,…,n) (1.3.8)

pv =-lvv

T
Ñ·■+∑

n

l=1
lvl

Al

T
(1.3.9)

P
0

■ =-L
TV

0
(1.3.10)

在这些关系中,所有的唯象系数都是标量。唯象系数Lqq、Lkj、Lee、Lvv和L 同通

常的输运系数如热传导系数λ、扩散系数Dkj、电阻率re、体黏性系数ζ和切变黏

性系数η的关系为

Lqq =λT2,　Dkj = 1
T∑

N

r=1
Lkr

∂μr

∂c
æ

è
ç

ö

ø
÷

j T,p,cj′
,　Lee = T

re
,　lvv =ζT,　L=2ηT

(1.3.11)

　　应用式(1.3.11),并在式(1.3.5)、(1.3.9)和(1.3.10)中略去耦合系数,则
可得到傅里叶定律(Fourierlaw)和牛顿-斯托克斯定律(Newton-Stokeslaw)

q=-λÑT　(傅里叶定律) (1.3.12)

pv =-ζÑ·■　(斯托克斯定律) (1.3.13)

P
0
v =-2ηV

0

　(牛顿定律) (1.3.14)
若引入一些约束,则可得到欧姆定律(Ohmlaw)和斐克定律(Ficklaw)。例如,
若保持温度和压强不变,则可得到斐克定律的经典表达式

Jk =-∑
N

j=1
Dkj Ñcj (1.3.15)
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若在式(1.3.7)中忽略磁感应强度和所有的耦合效应,则可推出欧姆定律

i= E
re

(1.3.16)

值得指出的是,式(1.3.8)预言了化学反应进度与亲和力之间的线性关系。但这

不是很现实的,因为它只是在非常靠近平衡态的很狭窄的区域内才是正确的。
由化学反应动力学知道,对于不可压缩的(Ñ·■=0)、多组元体系,其中只发生

一种化学反应,有

ρξ
·
=l1-exp - Aæ

è
ç

ö

ø
÷[ ]RT

(1.3.17)

其中,系数l是温度和质量分数的函数。仅当A≪RT 时上式约化为

ρξ
·
= l

RTA

从中可推出线性关系(1.3.8)仅在偏离平衡很近的区域内成立。而对于各向异

性体系,不同张量阶的流和力之间的耦合则是可以的。

1.4　加于唯象系数上的约束

在1.3节中,曾提到对于各向同性体系,不同张量阶的流和力之间不存在耦

合,这实际上是在唯象系数上加了某种约束。本节从热力学第二定律、空间对称

性、时间对称性诸方面探讨加于唯象系数上的约束。

1.4.1　热力学第二定律的约束

考虑一般的情况,假设体系中同时存在多个不可逆过程,则热力学第二定律

要求熵产生

σs = ∑
α
JαXα = ∑

α,β
LαβXαXβ (1.4.1)

正定,为了保证力的二次式∑
α,β

LαβXαXβ 是正定的,Lαβ的取值并不是任意的,因

而不可逆过程间的耦合也不是任意的。
如果一个二次式的系数Lαβ组成的矩阵是实对称的,则称这样的二次式是实

对称的。一个实对称的二次式为正定的充要条件是系数矩阵(Lαβ)是正定的,这
就要求系数矩阵的各阶顺序主子式都大于零,即

Δ1 =L11 >0
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Δ2 =
L11 L12

L21 L22
>0

　　　　　︙

Δk =

L11 L12 … L1k

L21 L22 … L2k

︙ ︙ ︙

Lk1 Lk2 … Lkk

>0 (1.4.2)

正如在1.3节中将看到的,在相当普遍的情况下由线性唯象系数定义的力的二

次式∑
α、β

LαβXαXβ 是实对称的(Lαβ =Lβα)。即使不是如此,它也总可以化为一个

对称二次式∑
α,β

L′αβXαXβ,其中L′αβ=
1
2

(Lαβ+Lβα)。由此可得出结论:热力学第

二定律要求由元素L′αβ=1
2

(Lαβ+Lβα)组成的矩阵的各阶顺序主子式都大于零,

即关系式(1.4.2)。这意味着二次式的系数矩阵的所有对角元素Lαα均为正的,

而非对角元素必须满足1
4

(Lαβ+Lβα)2≤LααLββ。

1.4.2　空间对称性约束———居里原理

不同的力、不同的流的空间特性可能是完全不同的,例如化学反应的流即反

应速度以及它所对应的力即亲和势都是标量,而热流和扩散流以及它们所对应

的力都是矢量。那么,一种张量特性的流和另一种张量特性的力之间是否存在

耦合? 这个问题可从居里原理找到答案。
居里原理是关于原因和效果双方在对称和缺失对称这两方面的联系的基本

原理。其主要内容为:“如果一定的原因导出一定的结果,则隶属于原因的对称

要素应当出现在由原因引起的效果之中;此外,如果任何效果显示出缺失对称,
则同一缺失对称应当出现在导致该效果的原因之中”。“两个或多个等同的对称

图形可以组成一个简单的组合体,实际上是对称要素的组合。这些对称要素对

各图形是公共的”。
按照居里原理,在一个各向同性的介质中,宏观原因总比它产生的效应具有

较少的对称元素。普里戈金首先把居里原理延伸应用到包含不可逆过程的体

系。从不可逆过程热力学的观点看,热力学力是过程的宏观原因,热力学流是这

宏观原因产生的效应。因此,热力学力不能比与之耦合的热力学流有更多的对

称元素,即不能有更强的对称特性。一种不可逆过程的流并不一定和所有的不

可逆过程的力有关,也就是说并不是所有的不可逆过程都能发生耦合。由此可



18　　　

得出结论:在各向同性介质中,不同对称特性的流和力之间不存在耦合。
有时将空间对称性对唯象系数的这种限制,称居里-普里戈金原理。但应

注意,上述情况仅适用于各向同性介质情况,非各向同性介质不受此限制。

1.4.3　时间对称性约束———昂色格倒易关系

唯象系数除了必须满足热力学第二定律的约束以及空间对称性约束(居里

原理)外,还必须满足时间对称性约束,即昂色格关系

Lαβ =Lβα (1.4.3)
它是微观运动具有时间可逆性的反映。

在局域熵产生率的表达式中应该合理地选取流和相应的力,使之满足线性

本构方程和昂色格关系。其原则是:①假定体系由一系列具有广延量性质的热

力学量aα 描述,则相应的流可定义为这些变量对时间的微商Jα=a·α;②相应的

共轭的力可定义为熵对热力学变量的偏微商Xα=∂S
∂aα aβ

。

昂色格关系的原始推导过程仅限于当时间反演后状态变量是偶函数的情

形,后来卡西米尔(Casimir)将其广延到奇对称情形,一般地有

Lαβ =εαεβLβα (1.4.4)
其中εα,εβ 随状态变量在时间反演下的奇偶性等于-1或+1。式(1.4.4)可更

广泛地称为昂色格-卡西米尔关系。
昂色格关系的推导主要依据爱因斯坦(Einstein)的涨落理论和微观可逆性

原理(t→-t,■→-■,r→-r)。对这两者的详细讨论不是本书的重点,下面仅

仅直接利用它们的结论简要地介绍一下昂色格关系的推导。
假定熵是一系列状态变量A1,…,An 的函数,αβ 表示变量Aβ 偏离平衡态值

〈Aβ〉的涨落,αβ=Aβ-〈Aβ〉。存在涨落αβ 时的熵是

S=Seq-1
2Gβγαβαγ (1.4.5)

其中

Gβγ =- ∂2S
∂αβ∂α

æ

è
ç

ö

ø
÷

γ eq
(1.4.6)

注意,式(1.4.5)中对重复下标求和。由爱因斯坦关系(涨落几率)

W =exp(δ2S/2kB) (1.4.7)
可得到涨落的二阶矩

〈αβαγ〉=kB(G-1)βγ (1.4.8)
其中kB 是玻尔兹曼常数(Boltzmannconstant)。
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昂色格假定,体系自发涨落的衰减同外界引起的扰动的演化遵循同样的唯

象规律。他进一步假定,这样的规律是线性的,故αβ 的演化由下式控制

dαβ

dt =-Mβγαγ (1.4.9)

其中,M 是独立于αγ 的矩阵。
昂色格将流看成涨落αβ 的时间微商,而相应的力是熵对αβ 的偏微商

Jβ =dαβ

dt
(1.4.10)

Xβ = ∂S
∂α

æ

è
ç

ö

ø
÷

β
=-Gβγαγ (1.4.11)

则熵对时间的微商具有流和力的乘积的双线性形式

dS
dt=-Gβγαγ

dαβ

dt =JβXβ (1.4.12)

而演化方程(1.4.9)能写成流和力之间线性唯象关系的形式,即

Jβ =LβγXγ (1.4.13)
将式(1.4.10)、式(1.4.11)代入式(1.4.13)便可得到

dαβ

dt =-LβγGγηαη (1.4.14)

同式(1.4.9)比较得到

L=MG-1 (1.4.15)
在定态,对任一对变量αβ 和αγ,有

〈αβ(0)αγ(t)〉= 〈αβ(0+τ)αγ(t+τ)〉 (1.4.16)
既然对任意的t和τ等式都成立,令τ=-t,则有

〈αβ(0)αγ(t)〉= 〈αβ(-t)αγ(0)〉 (1.4.17)

　　假定变量Aβ 具有确定的时间反演对称性,即,在变换t→-t,p→-p(p为

粒子动量)下,αβ(-t)=εβαβ(t);对于诸如质量、能量等偶变量,εβ=+1;对于诸

如动量、热流等奇变量,εβ=-1。因此,式(1.4.17)变为

〈αβ(0)αγ(t)〉=εβεγ〈αβ(t)αγ(0)〉 (1.4.18)
上式表示体系的微观可逆性,对于导出昂色格-卡西米尔关系起重要作用。

直接对演化方程(1.4.9)积分

αβ(t)=exp(-Mt)βγαγ(0) (1.4.19)
对于小的t值,可将上式展开只保留t的一阶项,则式(1.4.18)取下列形式

〈αβ(0)(δγη -Mγηt)αη(0)〉=εβεγ〈(δβη -Mβηt)αη(0)αγ(0)〉(1.4.20)
整理得

Mγη〈αβ(0)αη(0)〉=εβεγMβη〈αη(0)αγ(0)〉 (1.4.21)
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将二阶矩用矩阵G表示,上式可写成

Mγη(G-1)βη =εβεγMβη(G-1)ηγ (1.4.22)
注意到式(1.4.15),并且G是对称的,由式(1.4.22)可得到

Lγβ =εβεγLβγ (1.4.23)
此即昂色格-卡西米尔倒易关系。

1.5　最小熵产生原理　定态的稳定性

线性非平衡态热力学的另一个重要结果是最小熵产生原理。按照这个原

理,在接近平衡的条件下,和外界强加的约束相适应的非平衡定态的熵产生具有

极小值。
可以利用变分原理一般性地证明最小熵产生原理。但为了讨论和理解的方

便,我们先介绍只存在热传导这样一个不可逆过程的情况;然后再介绍同时存

在热传导、扩散与化学反应的情况。

1.5.1　最小熵产生原理:热传导情形

考虑单一组元的各向同性体系。在包围体系的器壁上,温度保持不随时间

改变的非均匀值,而且体系内部没有黏滞现象发生。局域熵产生

σs =q·Ñ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

T
(1.5.1)

线性本构方程

q=Lqq Ñ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

T
(1.5.2)

体系的总熵产生

P =∫V
σsdV =∫V

Lqq Ñ
1æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]T

2

dV (1.5.3)

为了找到在总熵产生取极值时体系中的温度分布,应使上式的变分为零

δP =δ∫V
Lqq Ñ

1æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]T

2

d{ }V =0 (1.5.4)

当边界面上的温度恒定时,按照附录C中的结果,变分问题(1.5.4)的解由如下

的欧拉方程给出

Ñ· Ñ
1æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]T =0 (1.5.5)

　　利用线性本构唯象关系(1.5.2),得到
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Ñ·q=0 (1.5.6)

由连续性方程知上式正是定态条件T
·
=0。

下面证明这状态对于温度的局部扰动是稳定的。将式(1.5.3)对时间求

导,得

dP
dt =∂P

∂t =2∫V
Lqq Ñ

1æ

è
ç

ö

ø
÷

T
·Ñ

∂
∂t

1æ

è
ç

ö

ø
÷

T dV (1.5.7)

这里已经考虑了体系是固体且热膨胀可以忽略,则对t的全导数和偏导数相等,

因此dP
dt=∂P

∂t
,而能量方程可写成

ρ
∂u
∂t=ρcv

∂T
∂t =- Ñ·q (1.5.8)

其中也有∂u
∂t=du

dt
。

或利用式(1.5.2)并通过分部积分,得

dP
dt =2∫V

q·Ñ
∂
∂t

1æ

è
ç

ö

ø
÷

T dV

=2∫Σ

∂
∂t

1æ

è
ç

ö

ø
÷

T q·dΣ-2∫V

∂
∂t

1æ

è
ç

ö

ø
÷

T
Ñ·qdV (1.5.9)

由于器壁上的温度是常数,上式中的面积分等于零。利用式(1.5.8),则上式

化为

dP
dt =-2∫V

ρ
cv

T2
∂T
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

t
2

dV ≤0 (1.5.10)

熵产生将随时间而减小,换句话说,具有最小熵产生的状态将是一种稳定态。

1.5.2　最小熵产生原理:热传导-扩散-化学反应情形

这里我们考虑有N 种化学成分k(k=1,2,…,N),而其间可能有n种化学

反应(l=1,2,…,n)发生的各向同性的混合体系,且假定体系处于力学平衡

(d■/dt=0),质心速度■近似为零。这意味着在整个时间过程中,总密度ρ的变

化很小并可以忽略。
质量方程(1.1.29)、能量方程(1.1.10)可写为

ρ
∂ck

∂t =- Ñ·Jk+ρ∑
n

l=1
νklξ

·
l　(k=1,2,…,N) (1.5.11)

ρ
∂u
∂t=- Ñ·q (1.5.12)

熵平衡方程(1.1.53)可写为
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ρ
∂s
∂t=- Ñ·Js+σs (1.5.13)

式中熵通量即式(1.2.8)

Js = 1 æ

è
ç

T q-∑
N

k=1
μkJ

ö

ø
÷k (1.5.14)

而熵源强度(1.2.9)可写为

σs =q·Ñ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

T -∑
N-1

k=1
Jk·Ñ μk-μNæ

è
ç

ö

ø
÷

T -ρ
T∑

n

l=1
Alξ

·
l (1.5.15)

这里应用了等式∑
N

k=1
Jk =0。

将本构方程写成式(1.5.15)中出现的独立热力学流和热力学力之间的线性

关系

q=Lqq Ñ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

T -∑
N-1

k=1
Lqk Ñ μk-μNæ

è
ç

ö

ø
÷

T
(1.5.16)

Ji =Liq Ñ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

T -∑
N-1

k=1
Lik Ñ μk-μNæ

è
ç

ö

ø
÷

T
,　(i=1,2,…,N-1)　 (1.5.17)

ρξ
·
j =-∑

n

m=1
ljm

Am

T =-∑
n

m=1
ljm∑

N-1

k=1
νkm

μk-μN

T
,　(j=1,2,…,n)　 (1.5.18)

这里引用了式(1.2.6)和(1.1.30a)。
昂色格倒易关系为

Lqk =Lkq　(k=1,2,…,N-1) (1.5.19)

Lik =Lki　(i,k=1,2,…,N-1) (1.5.20)

ljm =lmj　(j,m =1,2,…,n) (1.5.21)
根据式(1.5.15),并利用式(1.5.16)~式(1.5.18),得到产生总熵P 为

P =∫V
σsdV =∫{V

Lqq Ñ
1æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]T

2

-∑
N-1

k=1

(Lqk +Lkq)Ñ μk-μNæ

è
ç

ö

ø
÷

T
·Ñ

1æ

è
ç

ö

ø
÷

T

+∑
N-1

i,k=1
Lik Ñ μi-μNæ

è
ç

ö

ø
÷

T
·Ñ μk-μNæ

è
ç

ö

ø
÷

T + ∑
n

j,m=1
ljm

Aj

T
Am }T dV (1.5.22)

此式被积函数是1/T 与(μk-μN)/T 的函数。最小熵产生的状态从条件

δP =0 (1.5.23)
得出。该变分问题的欧拉方程

2Lqq Ñ·Ñ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

T -∑
N-1

k=1

(Lqk +Lkq)Ñ·Ñ μk-μNæ

è
ç

ö

ø
÷

T =0 (1.5.24)

Lqi+Li( )q Ñ·Ñ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

T -∑
N-1

k=1

(Lik +Lki)Ñ·Ñ μk-μNæ

è
ç

ö

ø
÷

T
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+ ∑
n

j,m=1
ljm

Aj

T
∂(Am/T)

∂{(μi-μN)/T}+ ∑
n

j,m=1
ljm

Am

T
∂(Aj/T)

∂{(μi-μN)/T}=0

　(i=1,2,…,N-1) (1.5.25)
借助于昂色格关系(1.5.19)~(1.5.21),并利用

∑
n

j,m=1
ljm

Aj

T
∂(Am/T)

∂{(μi-μN)/T}= ∑
n

j,m=1
ljm

Am

T
∂(Aj/T)

∂{(μi-μN)/T}= ∑
n

j,m=1
ljm

Am

Tνij

(1.5.26)
方程(1.5.24)和(1.5.25)可写成

Lqq Ñ·Ñ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

T -∑
N-1

k=1
Lqk Ñ·Ñ μk-μNæ

è
ç

ö

ø
÷

T =0 (1.5.27)

Liq Ñ·Ñ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

T -∑
N-1

k=1
Lik Ñ·Ñ μk-μNæ

è
ç

ö

ø
÷

T + ∑
n

j,m=1
ljm

Am

Tνij =0 (1.5.28)

利用本构方程(1.5.16)~(1.5.18),以上方程化为

Ñ·q=0 (1.5.29)

Ñ·Ji-∑
n

j=1
νijρξ

·
j =0 (1.5.30)

由这些结果,可从守恒定律(1.5.11)和(1.5.12)得出

∂ci

∂t =0　(i=1,2,…,N) (1.5.31)

∂u
∂t=0 (1.5.32)

我们又一次得出最小熵产生的状态是定态。
完全类似第一小节,我们也可以证明定态是稳定的,详细情形可参阅李如生

编著《非平衡态热力学和耗散结构》一书。



当体系处于远离平衡的非平衡态,流和力不再具有简单的线性关系,而是非

线性的。继上一章论述偏离平衡态很近时的线性热力学,本章将在此基础上论

述远离平衡态时的非线性热力学。以普里戈金为代表的布鲁塞尔学派在这方面

有突出贡献。他们给出了关于非平衡态演化的一般发展判据(generalevolution
criterion),以及关于非平衡定态稳定性的一般热力学稳定性判据 (general
thermodynamicstabilitycriterion),以及似乎更加重要的———提出了耗散结构

(dissipativestructure)的概念。

2.1　一般发展判据　超熵产生

2.1.1　一般发展判据

　　只要体系处于非平衡态,无论是在线性区还是在非线性区,熵产生P 总是

正定的。在线性区,熵产生对时间的全导数是负定的,它决定了体系在线性区的

稳定性和发展方向。而在非线性区,一般来说,它没有一般的普适行为。
在形式上,将熵产生的时间变化分解为两部分,一部分和热力学力的时间变

化有关,另一部分和热力学流的时间变化有关,即

dP
dt =∫dV∑

k
Jk

dXk

dt +∫dV∑
k
Xk

dJk

dt

=dXP
dt +dJP

dt
(2.1.1)

其中,dXP/dt代表由力的时间变化对熵产生变化的贡献,dJP/dt代表由流的时
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间变化对熵产生变化的贡献。
先考虑在非平衡态的线性区熵产生的时间变化中这两部分贡献的行为。假

定昂色格关系成立,则

dXP =∫dV∑
k
JkdXk =∫dV∑

l
XldJl =dJP (2.1.2)

因此

dXP =dJP = 1
2dP ≤0 (2.1.3)

上式最后一步考虑了最小熵产生原理。
在非线性区,虽然dP/dt没有任何一般的普适行为,但可以证明:如果边界

条件与时间无关,则有

dXP
dt ≤0 (2.1.4)

　　下面通过对只有化学反应和扩散过程的讨论来证明这一点,这样的证明完

全可以推广到更一般的情况。
在只有化学反应和扩散过程的等温非平衡体系中

P =∫dV 1 é

ë
ê
êT -∑

i
Ji·Ñμi+ρ∑

l
Alξ

· ù

û
ú
úl (2.1.5)

dXP
dt = 1

T∫d
é

ë
ê
êV -∑

i
Ji·Ñ

∂μi

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

t +ρ∑
l
ξ
·
l
∂Al

∂
ù

û
ú
út

(2.1.6)

利用矢量分析中积分定理之一的格林公式(Greenformula)

∫Σ
dΣ·(ϕÑψ)=∫V

(ϕΔψ+ Ñϕ·Ñψ)dV

将式(2.1.6)右边体积分的第一项作分部积分,得到

　-1
T∫d

é

ë
ê
êV ∑

i
Ji·Ñ

∂μi

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
út

=-1
T∫Σ

dΣ
é

ë
ê
ê· ∑

i
Ji

∂μi

∂
ù

û
ú
út +1

T∫d
é

ë
ê
êV ∑

i

∂μi

∂t
Ñ·J

ù

û
ú
úi (2.1.7)

对于与时间无关的边界条件或零流边界条件,在边界面上各点要么∂μi/∂t为零,
要么dΣ·Ji 为零,故式(2.1.7)右边第一项面积分的值为零。另外考虑到

μi =μi({cj})

∂μi

∂t = ∑
j

∂μi

∂cj

∂cj

∂t
(2.1.8)

∂Al

∂t =-∑
i,j
νil

∂μi

∂cj

∂cj

∂t
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将式(2.1.7)和式(2.1.8)代入式(2.1.6)并考虑到连续性方程(1.1.29),即

ρc
·
i =- Ñ·Ji+ρ∑

n

l=1
νilξ

·
l (2.1.9)

可得到

dXP
dt =-1

T∫dV
é

ë
ê
êρ ∑

i,j

∂μi

∂cj

∂cj

∂t
∂ci

∂
ù

û
ú
út

(2.1.10)

再次利用局域平衡假设和平衡态保持稳定的条件

∑
i,j

∂μi

∂X
æ

è
ç

ö

ø
÷

j 0
δXiδXj >0

可知式(2.1.10)右边为常负的,即

dXP
dt ≤0 (2.1.11)

上式表明,在局域平衡假设成立的前提下,即使在非平衡态的非线性区,只要边

界条件与时间无关,在熵产生的时间变化中力的时间变化部分的贡献总是非正

的。此结论同时适用于线性区和非线性区,是非平衡态热力学中最一般的结果,
因此称为一般发展判据。

2.1.2　超熵产生

令ξ
·
l,s、Ji,s、Al,s、μi,s和ci,s分别为体系处于非平衡定态时的反应速度、扩散

流、反应亲和势、化学势和组元质量分数,按照定态的定义,有

ρ
∂ci,s

∂t =- Ñ·Ji,s({ci,s})+ρ∑
l
νilξ

·
l,s =0 (2.1.12)

设在某时刻t体系的状态对定态有一个很小的偏离,用δξ
·
l(t)、δJi(t)、δAl(t)、

δμi(t)和δci(t)表征这种偏离,即

ξ
·
l(t)=ξ

·
l,s+δξ

·
l(t)

Ji(t)=Ji,s+δJi(t)

Al(t)=Al,s+δAl(t) (2.1.13)

μi(t)=μi,s+δμi(t)

ci(t)=ci,s+δci(t)
且有

δci

ci,s
≪1,　

δξ
·
l

ξ
·
l,s

≪1,　 δAl

Al,s
≪1,　…

则
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TdXP
dt =∫d

é

ë
ê
êV -∑

i
Ji,s·Ñ

∂δμi

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

t +ρ∑
l
ξ
·
l,s·∂δAl

∂
ù

û
ú
út

+∫d
é

ë
ê
êV -∑

i
δJi·Ñ

∂δμi

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

t +ρ∑
l
δξ

·
l
∂δAl

∂
ù

û
ú
út

(2.1.14)

将上式第一个积分号内的第一项作分部积分,再与第二项合并,并利用固定边界

条件或零流边界条件和定态条件(2.1.12),可证第一个积分为零,因此

dXP
dt = 1

T∫d
é

ë
ê
êV -∑

i
δJi·Ñ

∂δμi

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

t +ρ∑
l
δξ

·
l
∂δAl

∂
ù

û
ú
út

(2.1.15)

写成一般的形式

dXP =∫dV∑
k
δJkdδXk (2.1.16)

由于体系状态对定态的偏离很小,可将热力学流围绕定态的值作泰勒展开,并取

一级近似

δJk =Jk({Xk′})-Jk,s({Xk′,s})

=∑
k′

∂Jk

∂X
æ

è
ç

ö

ø
÷

k′ s
δXk′

=∑
k′
Lkk′δXk′ (2.1.17)

于是

dXP =∫d
é

ë
ê
êV ∑

k,k′
Lkk′δXk′dδX

ù

û
ú
úk (2.1.18)

一般来说,在非线性区系数矩阵(Lkk′)并不一定是对称的,但总可以把它分解为

对称部分(Ls
kk′)和反对称部分(La

kk′)

Lkk′ =Lkk′ +Lk′k

2 +Lkk′ -Lk′k

2
=Ls

kk′ +La
kk′ (2.1.19)

于是

dXP =1
2d∫d

é

ë
ê
êV ∑

k,k′
Ls

kk′δXkδXk
ù

û
ú
ú′ +∫d

é

ë
ê
êV ∑

k,k′
La

kk′δXk′dδX
ù

û
ú
úk

=1
2d∫d

é

ë
ê
êV ∑

k
δJkδX

ù

û
ú
úk +∫d

é

ë
ê
êV ∑

k,k′
La

kk′δXk′dδX
ù

û
ú
úk (2.1.20)

引入

δXP ≡∫d
é

ë
ê
êV ∑

k
JkδX

ù

û
ú
úk

=∫d
é

ë
ê
êV ∑

k
Jk,sδX

ù

û
ú
úk +∫d

é

ë
ê
êV ∑

k
δJkδX

ù

û
ú
úk (2.1.21)
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类似式(2.1.7)可证上式右边第一个积分为零,故

δXP =∫d
é

ë
ê
êV ∑

k
δJkδX

ù

û
ú
úk (2.1.22)

因为上式右边求和号内为超流δJk 和超力δXk 之积,为了与熵产生为流和力之

积的定义相对应,可把δXP 叫做超熵产生(excessentropyproduction),它就是

式(2.1.20)中第一项里微分号作用的部分。

2.2　李雅普诺夫稳定性理论

第1章已提到稳定性的概念。对于热力学平衡态,体系的稳定性可从熵S
(或自由能)的极值行为以及它们的时间发展行为来确定。在非平衡态的线性

区,体系的稳定性可从P≥0和dP/dt≤0两式来判断。如果和静力学中用位能

(位函数)的行为描述物体的机械稳定性相类比,像平衡态的熵和非平衡态线性

区的熵产生这样的热力学函数可以叫做热力学位函数。在非平衡态的非线性

区,熵或熵产生不再具有热力学位函数的行为。如果想继续从热力学的角度来

探索非线性区的稳定性,则必须另外寻找适当的热力学位函数,从这个函数的行

为来判断非线性区的稳定特性。那么从数学上看究竟什么样的函数能满足这种

要求? 李雅普诺夫(Lyapounov)确立的关于微分方程的解的稳定性理论是解决

这个问题的一条有效途径。
首先给出关于微分方程的解的稳定性的确切数学定义。对于一个任意的高

阶常微分方程,如果把各阶导数当做未知数处理,总可以用一组一阶方程来代

替。例如下面的二阶微分方程

d2X
dt2 =f X,dX

d
æ

è
ç

ö

ø
÷

t
(2.2.1)

总可以用如下两个一阶方程

dX
dt =Y

dY
dt =f(X,Y) (2.2.2)

来代替。故下面仅仅考虑如下一般的一阶微分方程组

dXi

dt =fi(X1,X2,…,Xn)　(i=1,2,…,n) (2.2.3)

　　设在初始条件Xi(t0)=X0
i 的情况下方程组(2.2.3)有解Xi(t),如果当初

始条件发生一个小的扰动而成为 X′i(t0)=X0
i +ηi 时,方程组有新解 Xi(t,
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{ηi}),则稳定性的定义为:如果对于任意给定的ε>0,总有δ>0(δ一般与ε和

t0 有关),使得条件|ηi|≤δ满足时,对一切t≥t0 总有

|Xi(t,{ηi})-Xi(t)|<ε　(i=1,2,…,n) (2.2.4)
成立,则称方程组(2.2.3)的解Xi(t)为稳定的,否则为不稳定的。这样定义的

稳定性称为李雅普诺夫稳定性。
如果Xi(t)是稳定的,并且满足

lim
t→∞

|Xi(t,{ηi})-Xi(t)|=0　(i=1,2,…,n) (2.2.5)

则称Xi(t)是渐近稳定的。
虽然稳定性的概念并不十分复杂,但要确定由非线性方程组所描述的体系

的稳定性却并不是一件容易的事,因为大多数非线性微分方程组(尤其是偏微分

方程组)是不可能或很难精确求出其解的解析表达式,这使得直接从特定的动力

学方程组作稳定性分析十分困难,因此希望最好能在不具体解出方程组的解的

情况下判断体系的稳定性,正如在确定平衡态和非平衡态线性区的稳定性那样。
在这方面,李雅普诺夫建立了讨论非线性方程的解的稳定性问题的较普遍的

理论。
先介绍几个定义。设V(X1,X2,…,Xn)为在坐标原点(X1=X2=…=Xn

=0)某个邻域Ω 内定义的连续的单值函数,V(0,0,…)=0。如果V 在域Ω 内

不变号,则称V 在Ω 内是定号的;如果在域Ω 内恒有V≥0,则称V 在域Ω 内为

常正的;如果在域Ω 内除原点以外都有V>0,则称函数V 是正定的;如果-V
是正定的(或常正的),则称V 是负定的(或常负的)。

假定方程组(2.2.3)(或通过坐标变换后的方程组)有零解(X1=X2=…=
Xn=0),并设函数V(X1,X2,…,Xn)关于所有Xi(i=1,2,…,n)的偏导数存在

且连续,以方程组(2.2.3)的解代入,然后对t求导数

dV
dt = ∑

i

∂V
∂Xi

dXi

dt = ∑
i

∂V
∂Xi

fi　(X1,X2,…,Xn) (2.2.6)

这样求得的导数dV/dt称为函数V 通过方程组(2.2.3)的全导数。
李雅普诺夫稳定性理论的主要思想是利用函数V 及其全导数dV/dt的性

质来确定方程组的稳定性。具有这种特性的函数V(X1,X2,…,Xn)称为李雅普

诺夫函数。李雅普诺夫确定了如下一个稳定性定理。
定理　如果对微分方程组(2.2.3)可以找到一个正定函数V(X1,X2,…,

Xn),其通过式(2.2.3)的全导数dV/dt为常负的或恒等于零,则方程组(2.2.3)
的零解(Xi=0,i=1,2,…,n)为稳定的;如果dV/dt为负定的,则零解是渐近稳

定的;如果在除原点以外的某个邻域内恒有V(dV/dt)>0,则零解是不稳定的。
通过坐标变换,总可以把方程组(2.2.3)的某个定态解选为新坐标系的坐标
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原点,这样方程组(2.2.3)的定态解即为变换后的方程组的零解,因此上述稳定

性理论同样可以用来讨论方程组(2.2.3)的非零定态解(甚至其他特解)的稳

定性。

2.3　一般热力学稳定性判据　耗散结构

由式(2.1.20)和式(2.1.22)可得到

dXP =d1
2δXP+∫d

é

ë
ê
êV ∑

k,k′
La

kk′δXk′dδX
ù

û
ú
úk (2.3.1)

当体系中反对称系数La
kk′为零时,从式(2.3.1)可知dXP 即为超熵产生的微分的

一半。在这种情况下,根据一般发展判据(2.1.4),有

d
dtδXP ≤0 (2.3.2)

　　如果δXP≥0,则δXP 具有和线性区的熵类似的性质,即δXP 可看作是体系

的一个李雅普诺夫函数,非平衡定态将是渐近稳定的。然而从δXP 的表达

式(2.1.22)可以看出,并不能保证δXP 总取正号。另外,在一般情况下反对称

系数La
kk′并不一定等于零,因此在非平衡态的非线性区定态的稳定性并没有一

定的保证。
为了弄清体系在非线性区的行为,需要具体分析非平衡定态的稳定性条件,

下面作这种分析。和2.1节中的讨论一样,下面继续假定体系处于等温等压的

条件下,其中只有化学反应和扩散两种动力学过程。
体系偏离定态时的熵和熵产生与相应的定态值的差异为

ΔS=S({ci})-S({ci,s})

ΔP =∫dV∑
k
JkXk-∫dV∑

k
Jk,sXk,s (2.3.3)

如果体系的状态对定态的偏离很小,可以将ΔS和ΔP 展开

ΔS=δS+1
2δ2S+…

ΔP =δP+1
2δ2P+… (2.3.4)

如果对定态的偏离可以用质量分数差{δci}来定义,则式(2.3.4)中各项可写为

δS=∫dVδ(sρ)=∫dVρ∑
i

∂s
∂c

æ

è
ç

ö

ø
÷

i s
δci =-1

T∫dVρ∑
i
μi,sδci　(2.3.5a)

δ2S=-1
T∫dVρ∑

i,j

∂μi

∂c
æ

è
ç

ö

ø
÷

j s
δciδcj (2.3.5b)
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δP =∫dV∑
k

(Jk,sδXk+Xk,sδJk)=∫dV∑
k
Xk,sδJk (2.3.5c)

1
2δ2P =∫dV∑

k
δJkδXk ≡δXP (2.3.5d)

其中在导出式(2.3.5a)中第二个等式时考虑了质量元ρdV 不随时间变化,变分

δρdV=δ(ρdV)=0,在导出式(2.3.5c)中的第二个等式时已采用了和导出

式(2.1.15)时所采用的类似方法。
在局域平衡假设成立的前提下,δ2S有和在平衡态条件下相同的结构,因此

必须是负定的,即

δ2S=-1
T∫dVρ∑

i,j

∂μi

∂c
æ

è
ç

ö

ø
÷

j s
δciδcj ≤0 (2.3.6)

　　下面计算超熵δ2S的时间导数。

d
dt

1
2δ2æ

è
ç

ö

ø
÷S =-1

T∫dVρ∑
i,j

∂μi

∂c
æ

è
ç

ö

ø
÷

j s
δcj

∂δci

∂t

=-1
T∫dV∑

i,j

∂μi

∂c
æ

è
ç

ö

ø
÷

j s
δcj - Ñ·δJi+ρ∑

l
νilδξ

·
( )l (2.3.7)

其中利用了关系式(2.1.9)

ρ
∂δci

∂t =- Ñ·δJi+ρ∑
l
νilδξ

·
l (2.3.8)

将式(2.3.7)右边第一项积分作分部积分,并应用固定边界条件或恒流边界条

件,可得到

d
dt

1
2δ2æ

è
ç

ö

ø
÷S =-1

T∫d
é

ë
ê
êV ∑

i,j
δJi·Ñ

∂μi

∂c
æ

è
ç

ö

ø
÷

j s
δcj+ρ∑

i,j,l

∂μi

∂c
æ

è
ç

ö

ø
÷

j s
δcjνilδξ

· ù

û
ú
úl

=∫d
é

ë
ê
êV -∑

i
δJiδ Ñμiæ

è
ç

ö

ø
÷

T +∑
l
δρξ

·
( )l δ Alæ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
úT

=∫dV∑
k
δJkδXk

=δXP (2.3.9)

其中在式(2.3.9)中导出第二个等式时又考虑了δ(ρdV)=0,故δ(ρdVξ
·

l)=

ρdVδξ
·
l。式(2.3.9)表明,δ2S/2的时间导数正好等于超熵产生δXP。根据动力

学的具体情况,δXP 的符号可正可负,也可为零,因此d(δ2S)/dt也可能是正的、
负的或为零。另一方面,在局域平衡假设成立的条件下,δ2S 总是小于零的(除
了在定态δ2S为零)。于是,我们可以根据d(δ2S)/dt的正负号来判断定态的稳

定性,其理由如下:假如由于某种扰动体系偏离了某个参考定态,对扰动态,总
有δ2S<0,如果d(δ2S)/dt大于零,则δ2S的值将慢慢重新趋于零,即扰动态将
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回到参考定态,于是可以得出结论:参考定态是稳定的。相反,如果d(δ2S)/dt
小于零,δ2S将越来越负,也就是说体系的状态将越来越偏离参考定态,也就是

参考定态对这样的扰动是不稳定的。对于d(δ2S)/dt为零的情况,扰动态既不

回到参考定态,也不进一步偏离参考定态,在这种情况下参考定态相当于一种临

界状态。
归纳起来,在局域平衡假设的基础上相对于参考态的熵的二级偏离(超熵)

总是负的,即

δ2S<0 (2.3.10)
当体系接近平衡态时,有

δJk =Jk,　δXk =Xk

d
dt

1
2δ2æ

è
ç

ö

ø
÷S =δXP =∫dV∑

k
JkXk =P ≥0

因此在接近平衡时δ2S可以看作是体系的一个李雅普诺夫函数,保证了参考态

是渐近稳定的。
对于远离热力学平衡的情形,虽然式(2.3.10)仍然有效,但d(δ2S)/dt没有

确定的正负号,它取决于动力学过程的详细情况。如果对于t≥t0,对于参考态

总有

d
dt

1
2δ2æ

è
ç

ö

ø
÷S >0 (2.3.11a)

则参考态是渐近稳定的。如果

d
dt

1
2δ2æ

è
ç

ö

ø
÷S <0 (2.3.11b)

则参考态是不稳定的。而当

d
dt

1
2δ2æ

è
ç

ö

ø
÷S =0 (2.3.11c)

则参考态处于临界稳定性。布鲁塞尔学派就把式(2.3.11)称为一般热力学稳定

性判据,并认为δ2S可以看作一个李雅普诺夫函数。
当体系的状态接近于平衡态时,即在非平衡态的线性区,最小熵产生原理保

证非平衡定态的稳定性。自发过程总是使体系回到和外界条件相适应的定态

(在孤立体系的条件下为平衡态)。在空间均匀和不随时间变化的边界条件下,
这样的非平衡定态通常有和平衡态相似的定性行为,例如保持空间均匀性、时间

不变性和对各种扰动的稳定性。因此在这种条件下体系中不可能自发产生任何

时空有序结构。而当体系远离热力学平衡时,即在非平衡态的非线性区,当体系

偏离平衡态超过某个临界距离,非平衡参考定态有可能失去稳定性。对该参考

定态的一个很小的扰动可使体系越来越偏离这个空间均匀的、缺乏任何时空特



33　　　

性的状态而发展到一个新的状态。这个新的状态可能保持那个不稳定的扰动的

(当然是放大了的)时空定性行为,于是这个由参考定态失稳而导致的新状态可

以对应于某种时空有序结构,这就是耗散结构。

2.4　线性及非线性热力学的局限性

局域平衡假设对于许多现象和情况来说是有局限性的,特别是当体系处于

非平衡态的非线性区,局域平衡假设与实际差别太大(具体说来在热力学基本方

程中没有考虑各耗散流的贡献或内变量的贡献,见后)。而非线性热力学仍以局

域平衡假设为基础,这就从一个方面反映了非线性热力学并不是成熟的理论。
至于在远离平衡情况下,怎样合理地定义熵和温度等基本的热力学变量,仍是个

很困难的问题。
其次,有人指出最小熵产生原理并不是普适的,尽管当初普里戈金利用变分

原理一般性地证明了它。因为最小熵产生原理除要求唯象系数满足昂色格倒易

关系外,还假定唯象系数是常数,这对于实际体系是很强的限制。另外,当体系

中存在着像贮存能量这样的“惯性”过程(例如在带有电容的电路或具有“记忆”
的介质中),即使流和力之间满足线性关系,但熵产生对时间的导数却不一定是

负的,即最小熵产生原理并不一定成立。
统计的及动力学的分析表明,局域平衡假设仅和流和力之间的线性、即时本

构关系一致。但是,在许多情况下,这种线性的、即时的本构关系则显得过于严

格了,特别是在化学反应、高频短波(如稀薄气体中的声波吸收与色散实验)时与

实际不符。在证明一般热力学稳定性判据的过程中,仍采用线性近似和局域平

衡假设,因此稳定性判据不是完备的。
当把经典的傅里叶定律引入能量守恒定律后,导出关于温度的抛物型偏微

分方程。这意味着扰动可以以无穷的速度传播,对于其他变量如浓度、黏性信

号,也有类似令人不能接受的物理性质。
广义流体力学指出,斯托克斯-纳维尔-傅里叶(Stokes-Navier-Fourier)本构

方程里的输运系数是依赖于频率或波长的(这一点为中子散射实验证实),但这

与局域平衡的推论相抵触。按局域平衡假设,输运系数与频率或波长是无关的。
在远离平衡的情况下建立的非线性热力学理论与动力学理论纠缠不清,有

着千丝万缕的联系,只是准热力学的,这也从一个方面说明非线性热力学不是成

熟的理论。



与线性及非线性热力学的发展几乎同时,考尔曼(Coleman)、特鲁斯代尔

(Truesdell)和诺尔(Noll)等沿着另外一条完全不同的主线发展起所谓的理性热

力学(rationalthermodynamics,RT),它的主要目的是提供一个导出本构方程

的方法,主要处理两种类型的材料:带有线性黏滞性(viscosity)的弹性(elastic)
材料和带有“记忆”的弹性材料。

3.1　基本假设和基本公理

理性热力学是在一些假设和公理的基础上来展开论述的,因此先就它们作

一些简要介绍。

3.1.1　基本假设

绝对温度和熵是作为原始概念来考虑的,优先引入它们是为了确保理论的

连贯性,并没有一个精确的物理解释。
假定材料具有记忆或遗传性,即,在给定的时刻体系的行为不仅由当前特征

参量的取值决定,而且由它们以往的历史决定。既然当前时刻参量的值不足以

清楚地确定体系当前的行为,局域平衡假设就不再假定成立。
仍保持着质量、动量、能量的平衡方程表述,但同前面比较起来有两个细微

差别。一个是,在内能平衡方程中引入一个辐射能r(每单位质量和时间,吸收

为正)

ρu
· =- Ñ·q-P:Ñ■+ρr (3.1.1)
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另一个是,体积力F和辐射能r并不是事先作为位置和时间的函数给出,而是由

动量及内能的有关定律计算得到。

3.1.2　基本公理

3.1.2.1　容许性公理(axiomofadmissibility)
一个可被容许的热力学过程是这样的热力学过程:本构关系满足克劳修

斯-杜亥姆不等式(Clausius-Duheminequality,见下面),并且与能量及动量平衡

方程相一致。
在理性热力学中,热力学第二定律(thesecondlawofthermodynamics)被

看作是一个约束,决定本构方程的形式。其最原始的表述是克劳修斯-普朗克

不等式(Clausius-Plankinequality)

ΔS≥∫
B

A

dQ
T

(3.1.2)

其中,A 和B 对应着两个平衡态。可写为等式及整体形式的热力学第二定律为

d
dt∫V(t)ρsdV+∫Σ(t)

1
Tq

·ndΣ-∫V(t)ρ
r
TdV =Σs (3.1.3)

其中

Σs =∫V(t)
σsdV (3.1.4)

大于或等于零。则由式(3.1.3)得到不等式

d
dt∫V(t)ρsdV ≥-∫Σ(t)

1
Tq

·ndΣ+∫V(t)ρ
r
TdV (3.1.5)

这可以看作式(3.1.2)的具体表示。辐射能r在某种意义上是比较“神秘”的:
从式(3.1.1)和式(3.1.3)可看出,与r有关的项既不会归到热流项又不会归到

体积源项(内能源、熵源)。它是为了理论的自洽性而引入的,正如前面所述,它
不决定热力学过程,而热力学过程决定它。式(3.1.5)的局域形式

ρs
·+ Ñ·q

T -ρ
r
T ≥0 (3.1.6)

　　引入亥姆霍兹自由能(Helmholtzfreeenergy)f(=u-Ts),在能量平衡方

程(3.1.1)和不等式(3.1.6)之间消去辐射能r,则可得到

-ρ(f
·
+sT

·
)-P:V-1

Tq
·(ÑT)≥0 (3.1.7)

此不等式(针对单组元非荷电体系)就是著名的克劳修斯-杜亥姆不等式或称基

本不等式(fundamentalinequality)。也可表示成
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ρTs·-ρu
·+P:V-q·(ÑT)

T ≥0 (3.1.8)

　　至于如何选择本构独立变量(constitutiveindependentvariable),则要看处

理的材料类型,例如,在流体力学中习惯选取密度、速度和温度等场量。而平衡

方程和克劳修斯-杜亥姆不等式则引入了一些补充变量,如内能、热流、压强张

量,还有熵。后者通过本构方程由前者表示。我们重申,一个可被容许的过程意

味着当本构方程和克劳修斯-杜亥姆不等式保持有效时它是平衡方程的解。

3.1.2.2　确定性公理(axiomofdeterminism)
所有本构依赖变量(constitutivedependentvariable)都是运动历史和温度

的函数,与将来的运动无关。此公理将连续统力学作了推广,包括了热力学的考

虑,特别是热应力效应。

3.1.2.3　等出现公理(axiomofequipresence)
从本质上来说,开始时我们不能区分那些出现在一个个本构方程里面的变

量:如果一个变量出现在一个本构方程里面,则它先验出现在所有的本构方程

里面,也就是说没有一个先验的原因使它为什么不出现在所有其他的本构方程

里面。一个本构独立变量出现或不出现的条件由克劳修斯-杜亥姆不等式决

定。由此得到的本构关系同能量平衡方程的相容性总可得到保障,因为有辐射

能r。
等出现公理破坏了所有的热力学泛函关系和表象,以至于它使得构建那些

能挑选出不想要的泛函依赖关系的力学方法成为有必要的。克劳修斯-杜亥姆

不等式总是选择自由能作为热力学势函数,而熵作为导出热力学变量。令人并

不感到意外的是,既然本构关系仅仅是状态方程的推广,导出的热力学变量总是

同热力学势一样拥有相同的变量。在决定那些非热力学变量(如应力、热流)的
本构关系时,等出现公理是有价值的。

必须注意的是,它仅适用于独立的热力学过程。在下述情形下失效:①热

力学过程存在耦合,如导热的黏弹性固体;②本构独立变量和它们的导数不能

独立变化。

3.1.2.4　记忆或遗传性公理(axiomofmemoryorheredity)
按照此公理,体系现在的效应不仅与现在的原因有关,而且同样与过去的原

因有关。独立变量集合不再由现在的变量组成,而是由它们的整个历史组成。
如果Φ表示任意的一个变量,例如v,■和T,直到t的整个历史可表示为

Φt =Φ(t-t′)　(0<t′< ∞) (3.1.9)
当把等出现公理和记忆公理应用到流体力学,则有
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　　当然依赖变量和独立变量的选择并不是唯一的,例如u和T 就可以实现角

色互换。但理性热力学中一般是选择T 为独立变量,下面的论述将遵循这一

习惯。

3.1.2.5　局域作用公理(axiomoflocalaction)
材料中某点的行为只由最邻近的点的运动状态影响,换句话说,在给定点本

构方程的取值对一定距离外的点的运动情况是不敏感的,因此,在一级近似理论

里,二阶或高阶空间导数应忽略掉。

3.1.2.6　标架无差异性或客观性公理(axiomofmaterial
frame-indifferenceorobjectivity)

　　首先介绍一下客观性。考虑两个彼此之间作相对运动的标架,令r为在时

刻t其中一个标架内某材料点的位矢,而r∗ 为在同一时刻另一标架内同一材料

点的位矢。对r和r∗ 之间的关系可以施加这样的约束:体系中任意两点的距离

和两个方向之间的角度保持不变。满足这些要求的最一般的变换是欧几里得变

换(Euclideantransformation)

r∗ =Q(t)·r+c(t) (3.1.10)
其中Q为一实的、正规正交的含时张量

Q·QT =QT·Q=I,　det|Q|=1 (3.1.11)
而c(t)为两个标架的原点之间的距离矢量。当欧几里得群(Euclideangroup)即
式(3.1.10)作用在某n阶(n=0,1,2,…)张量Aαβ…γ,满足

A∗
ij…k =QiαQjβ…QkγAαβ…γ (3.1.12)

此张量就是客观的。
当分别满足以下关系时,零阶张量(标量)、一阶张量(矢量)、两阶张量是客

观的

a∗ =a　(客观标量) (3.1.13a)

a∗ =Q·a　(客观矢量) (3.1.13b)

A∗ =Q·A·QT　(客观张量) (3.1.13c)
由式(3.1.13a)可知一个客观标量就是在所有的运动参考标架内保持为同一数

值的标量。速度矢量不是客观的,因为它的变换如下

■∗ =Q·■+Q
·
·r+c· (3.1.14)



38　　　

与式(3.1.13b)相违背。类似地,加速度■·也不是客观的。速度梯度的对称和反

对称部分变换如下

V∗ =Q·V·QT　W∗ =Q·W·QT -Q
·
·QT (3.1.15)

因此V 是客观的,而W 不是客观的,W 中非客观部分Q
·
·QT 是两标架间旋转角

速度Ω(反对称张量对应着反偶矢量)。
客观矢量和张量的物质导数不是客观的,因为它们的变换如下

a·∗ =Q·a·+Q
·
·a

A
·

∗ =Q·A
·
·QT +Q

·
·A·QT +Q·A·Q

·
T (3.1.16)

矢量和张量的物质导数不具有客观性的原因来自正交张量Q(t)是含时的。这

就激发了人们去寻找客观的时间导数,答案并不是唯一的,人们提出了好几种能

满足式(3.1.13b)和式(3.1.13c)的客观时间导数,最常用的有以下几种。乔曼

导数或共旋导数(Jaumannderivativeorco-rotationalderivative)

DJa=a·+W·a

DJA=A
·
+W·A-A·W (3.1.17)

协变导数或下对流导数(covariantderivativeorlowerconvectedderivative)

D↓a=a·+(Ñ■)·a

D↓A=A
·
+(Ñ■)·A+A·(Ñ■)T (3.1.18)

逆变导数或上对流导数(contravariantderivativeorupperconvectedderivative)

D↑a=a·-(Ñ■)T·a

D↑A=A
·
-(Ñ■)T·A-A·(Ñ■) (3.1.19)

乔曼导数是一站在被介质承载并绕介质转动的标架内的观察者观测到的导数;
上、下对流导数对应着非正交含时标架,此标架随着介质变形和运动。从纯粹连

续统力学的观点来看,没有哪一个客观导数具有优越性,只不过是当选择了某一

特定的客观导数时,某些特定本构方程的表述变得简洁、优美。
一般来说,客观性公理要求本构方程独立于观察者,隐含两个要求。①本构

方程应当是客观的,即,在标架的任意转动或平移下(如式(3.1.10)所示的欧几

里得变换),应保持本构方程形式不变。上述论断也就是说,在任意的刚体运动

叠加下,本构关系的形式不受影响。②本构方程特别是出现在其内的角速度应

当独立于标架。例如,牛顿运动方程是形式不变的,但同时它通过惯性力依赖于

标架,故它满足第一个要求而不满足第二个要求。
不难验证,u,s,f,…是客观标量;q是客观矢量;P是二阶客观张量。
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3.2　本构方程

3.2.1　斯托克斯流体

　　斯托克斯流体(Stokesianfluid)没有记忆效应,由下列本构方程来描述

ϕ=ϕ(v,■,T,Ñ■,ÑT) (3.2.1)

其中ϕ代表任意的本构依赖变量。材料不存在记忆使得我们可以把ϕ表示成函

数而不是泛函。本构方程(3.2.1)可以明确地表示成

f=f(v,T,V,ÑT) (3.2.2a)

s=s(v,T,V,ÑT) (3.2.2b)

q=q(v,T,V,ÑT) (3.2.2c)

P=P(v,T,V,ÑT) (3.2.2d)
在写出以上四式的过程中应用了等出现公理;由于■是非客观的,故将其剔除,
而速度梯度Ñ■则以其对称部分V 代替,V 是客观的,能保证标架无差异性。

热力学第二定律进一步施加了约束。它是通过将式(3.2.2a~d)代入克劳

修斯-杜亥姆不等式(3.1.7)而实现的。应用求导的链式法则计算f
·
,不等

式(3.1.7)成为

-ρ
∂f
∂T+æ

è
ç

ö

ø
÷sT

·
-ρ

∂f
∂V

:V
·
-ρ

∂f
∂(ÑT)·(ÑT

·
)-1

Tq
·(ÑT)- ∂f

∂vI+æ

è
ç

ö

ø
÷P :V ≥0

(3.2.3)
其中应用了质量守恒定律

ρv
·= Ñ·■=V:I

值得注意的是不等式(3.2.3)关于T
·
,V
·
和(ÑT)

·
是线性的。假定总是存在体积力

和能量供应,能确保动量及内能平衡方程都能被满足,因此,平衡方程不会对T
·
,

V
·
和(ÑT)

·
施加约束,我们可以对这些时间导数指定任意的独立的值。那么如果

这些项的系数不消失的话,不等式(3.2.3)就不再总是成立,因此

∂f
∂T+s=0 (3.2.4a)

∂f
∂V =0 (3.2.4b)

∂f
∂(ÑT)=0 (3.2.4c)
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式(3.2.4a)表达的是经典关系,而(3.2.4b~c)表示f独立于V 和ÑT。结果,f
和s的本构方程取比较简单的形式

f=f(v,T) (3.2.5a)

s=s(v,T) (3.2.5b)

　　以上的推导过程存在争论,为保证平衡方程满足而任意地指定体积力F 和

辐射能r的值。尽管事先假定F和r的值与通常的思考方式不一样,但我们仍

然要问当F和(或)r为零时将会发生什么。为规避这些困难,可将平衡方程作

为克劳修斯-杜亥姆不等式的约束并利用拉格朗日乘子(Lagrangemultiplier)来
解释它们。此方法的精致之处在于拉 格 朗 日 乘 子 的 推 导 和 物 理 解 释,但

式(3.2.4)仍保持不变。
定义平衡压力

p=-∂f
∂v

(3.2.6)

并注意到式(1.1.18),则式(3.2.3)约化为

-1
Tq

·ÑT-P■:V ≥0 (3.2.7)

此表达式就是我们在第1章里得到的能量耗散率Tσs(见式(1.2.9),忽略掉扩

散、化学、电效应)。

q和ÑT,P■ 和V 之间的本构关系用张量表示理论得

q=-λ(v,T)ÑT (3.2.8)

P■ =-η1(v,T)(Ñ·■)I-2η(v,T)V (3.2.9a)
或

P■ =-ζ(Ñ·■)I-2ηV
0

(3.2.9b)
由式(3.2.7)、式(3.2.8)、式(3.2.9b)可知系数λ>0,ζ>0,η>0。

3.2.2　黏弹性材料

假定黏弹性材料由下列本构方程描述

u=u(T,ÑT,F,F
·
) (3.2.10a)

s=s(T,ÑT,F,F
·
) (3.2.10b)

T=T(T,ÑT,F,F
·
) (3.2.10c)

q=q(T,ÑT,F,F
·
) (3.2.10d)

其中,T表示应力张量(注意不要与温度T 相混),F 表示变形梯度张量。当然

(3.2.10a~d)并不是最一般的形式,一个更加一般的形式为
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ϕ(T,s,u,q)=0 (3.2.11)

其中,ϕ表示任意的本构依赖变量。但它对特定的本构依赖变量是不可解的或

者给出多个解。因此(3.2.10a~d)是特别简单的关系,不用来描述滞后、黏塑性

材料等。
假定

∂
∂Tu

(T,ÑT,F,F
·
)≠0 (3.2.12)

我们解出T

T =T(u,ÑT,F,F
·
) (3.2.13a)

根据等出现公理,在此“表象”中其他的本构关系

s=s(u,ÑT,F,F
·
) (3.2.13b)

T=T(u,ÑT,F,F
·
) (3.2.13c)

q=q(u,ÑT,F,F
·
) (3.2.13d)

本构关系(3.2.10a~d)对应着经典状态方程,而本构关系(3.2.13a~d)是出现

在熵表象(entropyrepresentation)中的本构关系。当正确地选择了热力学本构

依赖变量,那么热力学函数将包括热力学势和热力学势的导数。例如,在本构关

系(3.2.13a~d)中,热力学势是s,并且它对内能u的导数定义了温度

∂
∂us

(u,ÑT,F,F
·
)= [T(u,ÑT,F,F

·
)]-1 (3.2.14)

　　在本构关系(3.2.10a~d)中,热力学本构依赖变量选择得不恰当,当把s的

全导数和u 的全导数代入克劳修斯-杜亥姆不等式(3.1.8),即

ρTs·-ρu
·+Tr{T·L}-q·ÑT

T ≥0

时就表现得很明显(为了照顾到习惯,已将P:V 用 Tr{T·L}代换,其中L 表示

速度梯度(velocitygradient)张量)。尽管s不能作热力学势,但可用比亥姆霍兹

自由能(specificHelmholtzenergy)

ψ=u-Ts (3.2.15)
作热力学势,它是内能对熵的勒让德变换(Legendretransformation)。

将比亥姆霍兹自由能代入克劳修斯-杜亥姆不等式得到

ψ
·
+sT

·
+ 1
ρT

q·(ÑT)-1
ρ

Tr{T·L}≤0 (3.2.16)

此后,本构关系

ψ=ψ(T,ÑT,F,F
·
) (3.2.17)
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代替比内能本构关系(3.2.10a)。ψ对T 的导数是

∂
∂Tψ

(T,ÑT,F,F
·
)=-s(T,ÑT,F,F

·
) (3.2.18)

定义了共轭的热力学变量s。
假定ψ是本构独立变量的光滑函数,则存在全导数

ψ
·
=∂TψT

·
+∂ÑTψ(ÑT)

·
+∂Fψ:F

·
+∂F

·ψ:F̈ (3.2.19)
其中,∂Tψ 是标量,∂ÑTψ 是矢量,∂Fψ 和∂F

·ψ是张量。将式(3.2.19)代入克劳修

斯-杜亥姆不等式(3.2.16)得到

(∂Tψ+s)T
·
+ 1
ρT

q·(ÑT)+(∂Fψ-S):F
·
+∂F

·ψ:F̈+∂ÑTψ·(ÑT)
·

≤0

(3.2.20)
其中帕奥拉-克希霍夫应力(Piola-Kirchhoffstress)定义为

S=ρ-1T(FT)-1 (3.2.21)

　　现在就可以要求克劳修斯-杜亥姆不等式(3.2.20)作为一个约束施加在本

构关系(3.2.10b~d)和(3.2.17)之上。在式(3.2.20)中有七个变量是可以变

动的:本构独立变量T,ÑT,F 和F
·
,再加上它们的时间导数T

·
,(ÑT)

·
,F̈。为使

理论能起作用,这七个变量必须独立变化。
在本构关系(3.2.10b~d)和(3.2.17)中消除不恰当的泛函依赖关系就变

得很普通。按照傅里叶定律,热流不会沿着温度梯度的方向流动,则q·(ÑT)
永远不会为正,我们可将不等式(3.2.20)分割成

∂ÑTψ·(ÑT)
·

+C1(T,T
·
,ÑT,F,F

·
,F̈)≤0 (3.2.22)

在标价无差异性的基础上,可以任意地指定T,T
·
,ÑT,F,F

·
和F̈的值,使得C1

(T,T
·
,ÑT,F,F

·
,F̈)取固定有限值,即c1,然后要求

∂ÑTψ·(ÑT)
·

+c1 ≤0 (3.2.23)

上式关于(ÑT)
·

是线性的。对于c1 所有的值能够满足此不等式唯一的办法是

要求

∂ÑTψ=0 (3.2.24)
ÑT 的依赖关系就从本构方程(3.2.17)“拿掉”了,还剩下

ψ=ψ(T,F,F
·
) (3.2.25)

因此,不失一般性,可考虑一等温体系,ÑT=0。
现在可以很方便地将不等式(3.2.20)的约化形式

(∂Tψ+s)T
·
+(∂Fψ-S):F

·
+∂F

·ψ:F̈≤0 (3.2.26)
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分割为

∂F
·ψ:F̈+C2(T,T

·
,F,F

·
)≤0 (3.2.27)

采用和前面相同的推理,可任意指定T,T
·
,F 和F

·
的值,使式(3.2.27)关于F̈是

线性的。能够满足此不等式的唯一方法是要求

∂F
·ψ=0 (3.2.28)

由式(3.2.24)和式(3.2.28),则本构关系(3.2.17)约化为

ψ=ψ(T,F) (3.2.29)
则不等式(3.2.26)还剩下

(∂Tψ+s)T
·
+(∂Fψ-S):F

·
≤0 (3.2.30)

关于T
·
和F

·
是线性的。既然T

·
和F

·
是任意的,则满足此不等式唯一的方法是让每

一项的系数等于零

∂Tψ(T,F)=-s(T,F) (3.2.31)

∂Fψ(T,F)=S(T,F) (3.2.32)
上述过程表明,比亥姆霍兹自由能决定比熵和应力张量的率无关部分,还有,由
式(3.2.24)、(3.2.28)、(3.2.31)和 (3.2.32),克 劳 修 斯-杜 亥 姆 不 等

式(3.2.20)约化为通常所说的“热传导”不等式

q·(ÑT)≤0 (3.2.33)

3.3　“耗散”的解释

3.2节中我们已经展示了亥姆霍兹自由能决定了应力的率无关部分,这可

以看作是平衡态热力学的一个推广。或者,我们可以取另外一个方式推广平衡

态热力学,即把广义功S:F 附加到吉布斯方程上去。在每一种情况下,应力的

泛函依赖性都不允许它依赖率相关变量。由牛顿定律,一均匀各向同性流体的

应力和应变率之间的关系为

T=-pI+2νD+λ(TrD)I (3.3.1)
其中D 为应变率张量。那么我们就会面临这样一个问题:能否将热力学加以推

广来处理线性黏弹性材料?
不妨假定热力学势可定义为状态变量的函数,这些状态变量不包括率相关

变量,而且不依赖于变形材料的历史。出现在内能平衡方程(3.1.1)中的应力是

最一般的应力(即P,下面我们用T来表示)。由式(3.2.32),自由能仅能决定应

力的弹性部分。为了方便,我们将应力T分解为弹性部分TE 和耗散部分TD
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T(T,ÑT,F,F
·
)=TE(T,F)+TD(T,ÑT,F,F

·
) (3.3.2)

其中

ρF·∂Fψ(T,F)=TE(T,F)
则克劳修斯-杜亥姆不等式(3.2.16)可更明确地写为

ψ
·
+sT

·
+ 1
ρT

q·(ÑT)-1
ρ

Tr{[TE(T,F)+TD(T,ÑT,F,F
·
)]·D}≤0

(3.3.3)
其中,我们应用了柯西应力(Cauchystress)张量的对称性:Tr{T·L}=Tr{T·

D}。引入全导数

ψ
·
=-sT

·
+1

ρ
Tr{TE·D} (3.3.4)

其效果就是在不等式(3.3.3)中消除非耗散部分,得到

1
Tq

·(ÑT)-Tr{TD·D}≤0 (3.3.5)

　　一般而言,TD 将是ÑT 的函数,并且不等式(3.3.5)里面的两项通过ÑT 发

生耦合。在极限ÑT=0,可得到所谓的“机械耗散不等式”

Tr{TD(T,0,F,F
·
)·D}≥0 (3.3.6)

在极限条件F
·
=0,可得到热传导不等式(3.2.33)。热流矢量仍将是T,ÑT 和F

的函数,故我们得到傅里叶热传导定律的推广,其中热传导系数是T 和F 的

函数

q=-κ(T,F)ÑT (3.3.7)
将式(3.3.7)代入热传导不等式(3.2.33)得到平方形式

-κ(T,F)(ÑT)2 ≤0 (3.3.8)
从而要求κ(T,F)>0。

对于唯象关系(3.3.1),应力的耗散部分为

TD =2νD+λ(TrD)I (3.3.9)
机械耗散不等式(3.3.6)要求

2νD:D+λ(TrD)2 ≥0 (3.3.10)
其中应用了关系I:D=TrD。可将D:D 写为

D:D = D-1
3

(TrD)[ ]I :D-1
3

(TrD)[ ]I +1
3

(TrD)2 (3.3.11)

将此表示式代入式(3.3.10)得到

2νD-1
3

(TrD)[ ]I :D-1
3

(TrD)[ ]I + λ+2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ν (TrD)2 ≥0　　(3.3.12)
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既然式(3.3.10)已经约化为一些平方项之和,那么能保证不等式正确性的充要

条件是 切 变 黏 滞 性 (shearviscosity)系 数ν 和 体 黏 滞 性 (bulkorvolume

viscosity)系数 λ+2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷ν 为正值。

以上两个例子(机械耗散、热传导)说明了有趣的一点,那就是,实际上我们

将克劳修斯-杜亥姆不等式用作稳定性判据,而不是作为本构方程上的约束。
热力学稳定性条件是,热传导系数、体黏滞系数和切变黏滞系数应该为正值。换

句话说,我们已接受傅里叶定律(3.3.7)和牛顿定律(3.3.9)的正确性,然后把克

劳修斯-杜亥姆不等式用作稳定性判据。
以上的处理表明自由能决定熵,并且它仅能决定体系在静止时应力的弹性

部分。那么弹性材料是否具有耗散呢? 既然自由能仅依赖体系当前的状态,对
于弹性材料,平衡态热力学是可以应用的,因此无耗散。然而在一般情况下,应
力是由应变的整个历史影响的,那么在这种情况下,体系是否具有耗散、并且自

由能是否决定内部耗散呢?
下面我们考虑具有“光滑”记忆性的材料。按照确定性公理,取代本构关系

(3.2.29),假定比自由能不仅依赖材料的现在状态而且依赖于它的过去历史

ψ=ψ$[T(t-τ),F(t-τ)],　(0≤τ≤ ∞) (3.3.13)
其中这里有必要区分函数与它的值。对于有序对(T,F),这里我们引入Λ 来对

其式进行缩略,Λ(t-τ)分解为两部分,一部分依赖于体系现在的状态,另一部

分依赖于整个历史

Λ(t-τ)=Λ′(t)+Λ″t(τ) (3.3.14)

　　假定材料具有“消褪的记忆”(fadingmemory),即,体系比较久远的历史对

它现在的状态影响很小。可写出

ψ$[Λ′(t)+Λ″t(τ)]=ψ$[Λ(t)]+δψ$[Λ′(t)|Λ″t(τ)]+0(‖Λ″t‖),
(‖Λ″t‖ →0) (3.3.15)

取上式的物质导数,得到

ψ
·(t)=∂Λψ$[Λ(t)]Λ

·(t)+δψ$[Λ′(t)|Λ
·
″t(τ)] (3.3.16)

将式(3.3.16)代入克劳修斯-杜亥姆不等式(3.3.3)(令TD=0,排除掉纳维尔-
斯托克斯流体),可得到

γ- 1
ρT2q·(ÑT)≥0 (3.3.17)

其中γ是“内”耗散(internaldissipation)

γ=-1
Tδψ$[Λ′(t)|Λ

·
″t(τ)] (3.3.18)
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置ÑT=0,可得到

γ≡-1
Tδψ

$[Λ′(t)|Λ
·
″t(τ)]≥0 (3.3.19)

称为内耗散不等式。在当前情况下,自由能决定了内耗散函数γ。
另外一种处理。对于有序对Λ (t-τ),光滑记忆假定使得我们能够假设函

数Λ(t-τ)在τ=0时有泰勒展开式

Λ(t-τ)=Λ(t)-τΛ
·(t)+τ2

2Λ̈(t)+… (3.3.20)

如果本构泛函T$[Λ(t-τ)]足够光滑允许有下列形式表示

T=T$[Λ,…,Λ(n)] (3.3.21)
则t时刻材料的记忆是光滑的。最高阶时间导数Λ(n)在某种意义上是记忆程度

的直接表述。由形如(3.3.21)的本构方程描述的材料称为“率类型材料”
(materialsoftheratetype)。很明显,纳维尔-斯托克斯流体就包括在这种对记

忆的定义中,虽然它有短的记忆,n=1。
采用形如(3.3.21)的本构关系,要处理的事情就像上一节所述:由于自由

能和应力分割为弹性和非弹性部分,率变量就从本构关系里“拿”出来。机械耗

散不等式(3.3.6)可推广为

1
TTr{T$D(Λ,…,Λ(n))·D}≥0 (3.3.22)

　　以上不管哪一种处理都依赖这样一种假定:历史对现在的状态影响很小。

3.4　理性热力学的局限性

温度和熵没得到定义。例如,我们无法检验由热电偶测得的温度是否等于

理性热力学所用的温度。至于熵,无论是从实验的角度还是从物理模型计算角

度都没有办法给出它的实际的泛函依赖关系。在研究带有记忆的热传导而带来

的温度分布问题中,发现熵的值不是唯一的。
在理性热力学中使用的基本不等式(3.1.6),严格地说来,并不是克劳修斯

不等式(3.1.2)。后者对应着两个平衡态。在理性热力学中,克劳修斯表示被推

广到任意的非平衡态。当在理性热力学中处理克劳修斯-杜亥姆不等式时,必须

意识到能满足基本不等式(3.1.7)的比熵的存在是预先假设了的。后者还暗示

着,熵流可由热流除以温度得到,这是仅在接近平衡时才成立的结果(如气体的

动力学理论所示)。
同样地,对于某些流变材料理性热力学预测了非物理的性质:给出的某些
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物理系数的符号,与实验不符。
尽管标架无差异性公理已经显示它在建立连续统力学本构方程方面是有用

的工具,但是此公理的两个要求,即形式不变性和标架独立性,在几种情况如经

典力学、气体动力学理论、湍流、流变学和分子流体力学等,是不被满足的。
从实用的角度看,本构方程当它们被写成一般形式,会涉及依赖变量的整个

历史的泛函,这是很不容易跟踪的,而且需要太多的信息。



“内变量”(internalvariable)概念的提出,具有重要的理论意义和应用价值。
内变量热力学(thermodynamicswithinternalvariables,TIV)可以看作是经典

非平衡态热力学(主要是线性热力学)一个最简单的推广。它最早可以追溯到物

理化学演化过程的动力学描述,后来在流变模型(rheologicalmodel)以及金属的

黏弹-塑性(visco-elasticity-plasticity)方面得到了很大的发展,再后来又用来处

理固体中的多物理场耦合问题(例如电磁固体),是有效处理很多问题特别是工

程科学问题的非平衡态热力学分支之一。在某种意义上它处在经典非平衡态热

力学和理性热力学之间,即,相比于经典非平衡态热力学,它引入了所谓的内变

量;但又不同于理性热力学中的(本构方程)的泛函形式,而是将整个“历史”凝
缩进有限数目的内变量的当前值。

4.1　预备知识

为了在后面论述内变量热力学的方便,在这里我们先简要回顾一下经典非

平衡态热力学及理性热力学的有关知识,然后在此基础上引入内变量热力学的

有关思想和概念。

4.1.1　经典非平衡态热力学概要

应该说经典非平衡态热力学是所有非平衡态热力学理论中最简单、最标准

的理论和方法,而值得强调的是局域平衡假设扮演了极重要的角色:它允许我

们可以将偏离平衡态不远的热力学过程看作静热学(thermostatics,即平衡态热

力学)平衡的一个序列,而熵和温度即为通常的静热学定义。也就是说,在每个
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瞬时,存在一系列通常的广延状态变量χα(α=0,1,2,…,n),且χ0=s为比熵,并

存在一个比内能u(χα),这样温度T 和状态规律由下面的式子给出

T =∂u
∂s>0　(a)

τβ = ∂u
∂χβ

,　(β=1,2,…,n)　(b) (4.1.1)

可以用特征响应时间τR 和特征持续时间τM 的比率来衡量接近平衡的程度,其
中τR 是使静热学系统恢复到一个新的静热学平衡态所需要的反应时间,而τM

是介质的动力学演化所持续的时间。如果经典非平衡态热力学适用的话,应使

此比率很小,即

τR/τM ≪1 (4.1.2)
但是对于非常快的演化过程(如冲击波),此式是不被满足的。

假定满足上式,则局域形式的热力学第一定律可写成

u· =Ts·+ω,　ω= ∑
n

β=1
τβχ

·
β (4.1.3)

仍 可 将 之 看 作 吉 布 斯 方 程。 使 用 偏 勒 让 德 变 换 (partial Legendre
transformation),另一种表述可写成

ψ=u-sT,　s=-∂ψ
∂T

,　τβ = ∂ψ
∂χβ

(4.1.4)

其中ψ是单位质量的亥姆霍兹自由能。同时,局域形式的热力学第二定律可

写作

ρs
·≥ρ(h/T)- Ñ·(q/T) (4.1.5)

其中,ρ是质量密度,q是热流矢量,h是每单位质量的热源。式(4.1.5)和式(4.1.3)
结合起来可以得到每单位体积的耗散函数Φ,有

Φ=ρ(u·-h+ρ-1 Ñ·q-ω)+Tq·Ñ(T-1)≥0 (4.1.6)
对于可变形体系,柯西应力张量为σ,应变率张量为D,则能量方程为

ρu
· =σ:D- Ñ·q+ρh (4.1.7)

式(4.1.6)取下列约化形式

Φ=σ:D-ρω+Tq·Ñ(T-1)≥0 (4.1.8)
如果应变ε很小,可取D≈ε·,考虑到状态规律

T = ∂u
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

s ε
,　σe =ρ

∂u
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

ε s
(4.1.9)

方程(4.1.8)约化为

Φ=σD:ε·+Tq·Ñ(T-1)≥0,　σD =σ-σe (4.1.10)
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方程(4.1.8)和(4.1.10)为双线性形式

Φ=X·Y = ∑
α
XαYα ≥0 (4.1.11)

其中Yα 为流,Xα 为力。考虑到昂色格倒易关系,则有

Y =L(X),　L(0)=0,　L=LT (4.1.12)
其中上标“T”表示转置。还可引入一个正的、齐二次耗散势D,有

D =D(X),　Yα =∂D(X)/∂Xα (4.1.13)
在此不多叙述线性非平衡态热力学,后面可看到其在内变量理论中的应用。

4.1.2　理性热力学概要

在理性热力学里,从静热学得到的经验都被忽略掉了。有关的假定是,可在

平衡态定义的一些物理量对于任意的热力学状态都存在着,温度和熵就是这种

情况。这种热力学的基础是先验存在着热力学第二定律的表述,还有第一定律。
动力学的描述要求考虑到整个历史,那么本构方程(在时间段上)就是泛函形式

的。克劳修斯-杜亥姆不等式

-ρ(ψ
·
+sT

·
)+σ:D+Tq·Ñ(T-1)≥0 (4.1.14)

扮演了“约束”的角色,即泛函本构方程必须满足它,例如对于任意的可容许热力

学过程应力

σ= ∑
∞

η=0

[ε(t-η);T(t-η)] (4.1.15)

是泛函形式的,必须满足克劳修斯-杜亥姆不等式。由于理性热力学里的熵和

温度缺乏与实验定义的联系,因此遭受了“经典”热力学家的严厉批评。

4.1.3　内变量热力学的思想和概念

内变量热力学引入内变量作为状态变量。就像已经提到过的,这种方法采

取了介于经典非平衡态热力学和理性热力学中间的一条主线,基本上可以说它

提供了一个对连续介质的新表征。为了定义一系统J的热力学状态E(J,t),除

了通常可观测的状态变量(χ,例如温度和弹性应变),这种表征还引入了一定数

目的内变量(可整体地记为α),假定可以用来描述内部结构(对于没经过训练的

外部观察者来说是隐藏着的,他(她)只能看到一个黑箱———因此也就有一个可

替换的名称“隐变量”(hiddenvariable);但是这样的命名应该避免,因为这样会

产生一些混乱,根源是量子力学中也有如此命名的变量)。依赖变量(例如应力)

在时刻t的值同时是独立可观测变量和内变量的函数。本构方程即σ(χ,α),必
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须由描述内变量α演化的规律来补充,其中χ代表可观测状态变量

σ=σ-(χ,α):状态规律(在此仅为机械的) (4.1.16)
和

α·=f(χ,α)+g(χ,α)χ
·
:演化规律 (4.1.17)

实际上,可以假定我们已能够选择α而使g(χ,α)为零,还有χ的瞬时变化不会

导致α的瞬时变化。(如果χ是应变,假定g(χ,α)=0对应着瞬时应变为弹性的

或为零这个事实)。
以下三点看起来是必须遵从的。
(i)内变量的本原及选取

一般来说,必须指定变量α的张量本原(标量、矢量、张量),就像必须指定它

的物理本原一样,对于后者则要看它到底是代表了一些微观效应的平均还是它

衡量了一些局域结构排列? 另外必须点出“内”变量依赖于观测水平,可以从宏

观观测的角度(连续介质通常的宏观标度,在其中有一个很强的非局域性没有被

考虑)考虑一个变量是否为内变量,或者从介观观测的角度看是否为可观测的。
内变量是可以测量的但不可控制,也就是,它们不能事先通过表面作用或体积力

而被调整到一个指定的数值。
(ii)内变量和泛函本构方程

通过对式(4.1.17)积分并考虑初始条件可以将α从式(4.1.16)和式(4.1.17)
中消 去,在 理 论 上 得 到σ 的 时 间 泛 函 规 律 (单 独 对 可 观 测 量 而 言),具 有

式(4.1.15)的形式。其实,人们老早就注意到了内变量热力学和具有理性热力

学形式的泛函本构方程之间的相互作用。但从一个实用的观点来看,一个泛函

本构方程通过内变量而作的“近似”即式(4.1.16)~(4.1.17)有两个主要的优

点:(a)只需要有限数目的变量,即状态空间是有限维的;过去的历史已被“凝
缩”到有限数目的内变量的当前值。内变量的数目要么随样品尺寸的增长而增

长(如果被研究的结构排列是局域的),要么相对较小(如果内变量代表了平均效

应)。(b)使我们能够使用所有的经典非平衡态热力学的知识。在这种方式里,
可以将前面提到的两种热力学结合起来,并且可以使我们面对带有演化形式的

微分数学问题;考虑到与此问题有关的已知理论结果,看起来此问题可优先得

到处理。总结起来,引入内变量使我们可以借助一个大的状态空间处理问题,而
由像式(4.1.15)的过程历史描绘定义的材料性能使用较小的状态空间。需要说

明的是,内变量理论的状态空间尽管比理性热力学的要大,但是应该尽可能的

小,不过对于理论分析的最有效性来说,它应该尽可能的大。
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(iii)内变量和经典非平衡态热力学

式(4.1.17)表明我们要在动力学框架内处理问题。对于那些在静热学中得

到很好定义的一些概念,如温度和熵,我们应该怎么办呢? 很明显,我们必须表

述一些局域态类型的公理,还有我们必须注意,最终进入式(4.1.17)的特征时间

(并不总是这种情形,弹塑性就没有时间尺度)为了抵制宏观演化应该保持相对

较小。如果这是可能的,我们实际上就能利用不可逆过程的经典理论,进行扩大

以至于包括内变量,并且在这种情形,内变量理论将保持为一个靠近平衡态的热

力学理论。在此过程中,我们期待着正在寻找的α的演化方程(被约束着来满足

耗散的局域表示)将会跟随此表述而得来,例如通过耗散势的概念。在这种框架

内如何结合内变量将是下一节的目标。

4.2　不可逆过程和内变量

4.2.1　非平衡及平衡状态空间

　　考虑一个分立的体系J。在时刻t它的热力学状态E(J,t)由一系列独立变

量和依赖变量表征,例如,正是我们所关心的,当偏离平衡时,考虑一系列内变量

α,非平衡状态空间可由下式定义

I= (u,χβ
,α,Tc;T∗

s ,τ∗
β ) (4.2.1)

其中,u 为内能,χβ
是可观测状态变量,Ts 为静热学温度(由u 定义———见

式(4.1.1a)),Tc 为所谓的接触温度(contacttemperature),在非平衡时它独立

于u。右上标星号(∗)表示这些量是在平衡态E∗ (J)(在E 的邻近,J,t固定)
定义的。I的平衡子空间由下式产生

Ieq = (u,χβ
,α(u,χβ

)) (4.2.2)
按照上式,内变量α的平衡态值可单独由平衡态的能量和可观测变量表示,至于

这种决定是否唯一则依赖于所考虑的现象的模型,解αeq=α-(u,χβ
)可呈现阶数

为m 的多重决定性(如塑性)。如果我们记住状态方程与平衡态时的变量相联系,

Tc 和Ts 在平衡态时是同一温度,Ts 和τβ 可从u推出,从式(4.2.1)到式(4.2.2)的
约化是很容易理解的。

就像前面已经提到过的,α的引入是为了弥补我们对微观不稳定性缺乏精

确描述,这种潜在的微观不稳定性表明它们为宏观尺度上的不可逆性。在非平

衡状态空间里沿联接两个状态的过程L,非平衡熵s的随时间演化具有下列
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形式

ρTcs·=ρ(u·-ω)+Aα·+Tcσs (4.2.3)
其中,A 是与α共轭的力(亲和势),σs 是热过程的熵产生(每单位体积)。附加的

功率项Aα·代表内功率,对于真正的不可逆演化过程,此内功率在体系内部耗散

掉,而不是发展抵抗外界。作为α内变量本原特征显示的一个后果,此功率不会

出现在以下的表述中,因此比起经典热力学保持不变。那就是,对于热变形连续

体,热力学第一定律为

ρu
· =σ:D+q·;　q·=ρh- Ñ·q (4.2.4)

结合式(4.2.3)和式(4.2.4)可得到

ρTcs·=σ:D+Aα·-ρω+q·+Tcσs (4.2.5)
平衡时,式(4.2.3)和式(4.2.5)分别约化为

ρTss·eq =ρ(u·-ωeq)　(a),

Aeq =0　(b),

σs,eq =0　(c) (4.2.6)
和

ρTss·eq =q·eq (4.2.7)
式(4.2.6(a))就是式(4.1.3)。

出现在式(4.2.3)中的本构量组成一个集合 M=(s,τβ,A,σs),要么可以在

大的状态空间里定义(内变量理论),要么可以在小的状态空间里定义(泛函理

论),当然这里倾向于前一种选择。一个体系J 从邻近区域隔离出来是不会影

响内变量的,这种隔离是由u·=0,q
·=0(绝热)定义的,以致热力学第二定律由耗

散不等式给出

ρTss·isol =Aα·+Tsσs ≥0 (4.2.8)
其中下标“isol”表示隔离(isolation)。现在“平衡态”可以用更精确的方式定义,
无约束的平衡态可定义为

Tc(u)=Ts　(a),

σs =0　(b),

A =0→α·=0　(c) (4.2.9)
也就是,平衡时接触温度取其平衡态值。式(4.2.9(c))是考虑到A 的连续性

(在A 消失的邻近区域)而来,这种假定的连续性是对α· 而言的。相反地,带约

束的平衡态施加了α的一个随时间消失的演化,但不必然施加给随时间消失的

共轭力,则式(4.2.9)由下列条件代替

Tc(u)=Ts,　σs =0

α·=0,　A ≠0
　(可能地) (4.2.10)
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在这种带约束的平衡下,内变量被冻结(它们不随时间演化)。

4.2.2　伴随过程和状态

这里,我们通过“投影”的手段将非平衡状态空间中的点与平衡状态空间中

的点联系起来,最容易被共同接受的是,可将非平衡态热力学里的局域平衡公理

直接推广为所谓的局域伴随态(localaccompanyingstate,L.A.S)公理。首先我

们以非技术的方式来处理它。按照此公理,对于连续体的“粒子”,我们将时刻t

的一个静热学体系(单位质量)同它联系在一起,此静热学体系以(u,χβ
,α)表征,

对于此体系吉布斯方程可写为(注意:T,τβ 和A 的标签“α”表明特定的α集合

已被挑选出来)

dsα =T-1{α du-∑
β
τα

βdχβ+ρ-1Aαd }α (4.2.11)

其中Tα 和sα 分别是温度和熵密度,用来对粒子进行热力学描述。在此粒子演

化(一般来说是不可逆的)的任一时刻t都可实现这种联系。按先前作的评论,
吉布斯方程(4.2.11)可提供状态方程,要么

T-1
α =∂sα

∂u
,　τα

β =-Tα
∂sα

∂χβ

,　Aα =ρTα
∂sα

∂α
(4.2.12)

要么

Tα =∂u
∂sα

,　τα
β = ∂u

∂χβ

,　Aα =-ρ
∂u
∂α

(4.2.13)

或者作个型如式(4.1.4)的偏勒让德变换,则有

sα =- ∂ψ
∂Tα

,　τα
β = ∂ψ

∂χβ

,　Aα =-ρ
∂ψ
∂α

(4.2.14)

　　这样引入的静热学体系称作局域伴随态,它的引入引起了一些与它的物理

意义、可应用性以及内变量的选取等有关的问题。为说明这一点,可考虑一个简

单情形:χ是可变形固体小变形理论中的应变ε,且体系未呈现滞弹性应力

(anelasticstress)(这样有τ=σ/ρ,σanel=0),那么,局域伴随态方法实际上假定

了问题中的“粒子”或“细胞”在一个更加精细的描述水平上将自己代表为一个连

续体。内能u的局域值可被看作粒子或细胞内能的总和。应变ε可被类似地看

作细胞的整体几何描述。从热力学的观点来看,保持u和ε为常数,意味着细胞

是被隔离的。但是,这些“宏观的”细胞可能是高度各向异性的,并且内部有不同

的耗散机制在起作用———可由内变量α描述,内变量表现得像一种新型的大尺

度热力学态参数。我们显然是想拥有较小数目的内变量,对于怎样决定在描述
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中保持或扔掉有物理意义的内变量,是存在某些判据的。这里,特征时间又一次

进入物理图像中(比较式(4.1.2))。宏观时间(与作为一个整体的细胞有关)是

τM=ε/ε·。进一步令σM 为宏观应力的可能界限,宏观应力是作用在细胞上的。

一些内部耗散机制是由弛豫时间τα=α/α· 来表征的(例如黏弹性),如果τα/τM =
0(1),则相应的机制可抛弃;如果τα/τM≪1,一旦整个体系被考虑成隔离的(u,ε
和其他内变量冻结),则相应的内变量取它们的曾达到过的平衡态值;而对于

τα/τM≫1,则在应变演化的尺度上相应的内变量表现得冻结了。对于像率无关

(rate-independent)、塑性方面的耗散机制,如同定义所说,不涉及特征时间,是
屈服极限(yieldlimit)扮演了决定性的角色。如果屈服极限低于σM,则相应的α
必须保持;而当屈服极限远远大于σM,则相应的α可被考虑成冻结的且在局域

伴随态中不扮演角色。
由以上的方法而导致的种种行为,使得与粒子联结在一起的关于体系的定

义依赖于那些看起来适合描述(空间与时间的)的精练程度。这就决定了如何选

择内变量以及被选中的内变量的数目,而这些内变量是保持在描述中的。接下

来,熵密度与热力学温度和确定的描述水平联系在一起,这一点相对来说是比较

显著的;这就指出了这种方法内在的脆弱性。非平衡态的熵概念缺乏单一性,
但一旦内变量的选择能实现,感兴趣的微观耗散机制的本原得到描绘,相关的时

间尺度和应力水平很好地建立了,则熵s=sα 和温度T=Tα 的定义对于一个训

练有素的学者来说就变得很清楚。不过我们应注意,假定s≠sα 和T≠Tα 仍是

可能的,这些差异将在最后的耗散不等式里产生附加的项。作为一个事实,局域

伴随态的熵sα 比原始的非平衡状态的熵要大,因为前者是通过一个绝热的无功

过程由后者产生的。但这种复杂性经常可弃掉。
可正式地将上面的陈述总结如下。令αf 为内变量的子集,在时间尺度τM

上可被考虑为冻结的,αe 是经过弛豫很快达到平衡态值的子集,αm 是最终的满

足ταm/τM=0(1)的子集。那么,对状态空间式(4.2.1)中的每一点,我们联结一

个一般的局域伴随态,即

Iα
eq = (u,χβ

,αe(u,χβ
),αm,αf 冻结) (4.2.15)

故,式(4.2.3)通过式(4.2.9)保持正确,还有由于隔离我们得到耗散不等

式(4.2.8),而在平衡态时Tc(u)=Ts。式(4.2.15)被看作在平衡态空间上的投

影PI。存在几种不同的投影

P0I(t)= (u,χβ
,αf) (4.2.16)

或

PrelaxI(t)= (u,χβ
,αe(u,χβ

)) (4.2.17)



56　　　

或

PI(t)= (u,χβ
,αe(u,χβ

),αf) (4.2.18)

　　出现在式(4.2.16)、式(4.1.17)中的时间参数是固定的。热力学中的过程

是状态的时间序列,可逆过程是作为非平衡状态空间中的点在平衡状态空间上

的投影而得到的,可被称作伴随可逆过程(accompanyingreversibleprocess),以
致在理论上,“过程”和“状态”不能混淆一团。然而,定性的“伴随”具有不可避免

的动力学含义———容易产生上述的误解。伴随可逆过程进展的速率服从于真实

(不可逆)过程的随时间演化,不可逆过程是非平衡状态空间里的点的时间序列;
也就是大实话,是一般演化问题在考虑初始条件和边界条件下的时间解。

一般把工作的出发点放在克劳修斯-杜亥姆不等式(即式(4.1.14)),带有

理性热力学通常采用的形式,但s和T 由局域伴随态方法定义。这样

s=sα =-∂ψ
∂T T=Tα

,　ψ=ψ(χβ
,T,α) (4.2.19)

符合式(4.2.14),则保留下来的耗散不等式(比较式(4.1.10))

Φ=Aαα·+Tαq·Ñ(T-1
α )≥0 (4.2.20)

其中,很明显,一般地假定熵流S由热流q 除以Tα 得到。此最后的约束最终能

得到弛豫。
局域伴随态方法所展示的可变通性以及表述本构方程的简单性是两个突出

的优点,其他方法则很难达到与此相当的水平。

4.2.3　应用经典非平衡态热力学

这里我们秉持由式(4.2.19)、式(4.1.20)表达的观点,将克劳修斯-杜亥姆

不等式(由式(4.1.14)给出,这里只针对热-机械过程)作为出发点,当式(4.2.
19)成立时应明白T=Tc=Ts=Tα。只考虑小变形情况,为精确起见,将应变分

解为弹性部分(εe)和滞弹性部分(εp),而后者总是导致耗散。借助于状态规律

s=sα =-ρ-1∂■W
∂T T=Tα

　(a),

σe =σe
α =∂■W

∂εe 　(b),

A =-∂■W
∂α　(c),

W =ρψ= ■W(εe,α,T)　(d) (4.2.21)
可推出如下形式的耗散不等式

Φ=σv:ε·e+σ:ε·p +Aα·+Tαq·Ñ(T-1
α )≥0 (4.2.22)
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其中

σv =σ-σe
α =σv

α (4.2.23)
这里下标α强调借助了一组内变量α而选定了唯象描述。式(4.2.22)具有足够

丰富的含义,通过ε·p 的存在与否以及σv 是否存在,可描述很多材料的行为。Φ
取正则双线性形式(见式(4.1.11)),提示我们可以应用经典非平衡态热力学于

这种最直接的推广中。这里最令人感兴趣的几点:(i)可以为内禀耗散和热耗

散假定它们分离开来的非负性条件,内禀耗散和热耗散可分别定义为

Φintr =σv:ε·e+σ:ε·p +Aα·

Φth =Tαq·Ñ(T-1
α ) (4.2.24)

　　(ii)按照式(4.2.22)或a式(4.2.24),σ(总应力)与滞弹性应变保持热力学

共轭,而黏滞性应力σv 仅与弹性应变维持热力学共轭。无论何时εp=0,σv 就是

式(4.1.10)引 入 的 耗 散 应 力。(iii)可 以 应 用 经 典 非 平 衡 态 热 力 学 的

式(4.2.19)———或“耗散函数”框架———式(4.1.13)直接至式(4.2.22)。但是,
一方面,在未精确地知道内变量α的时间奇偶性和张量本原的情况下,不能如此

盲目地应用;另一方面,命名εe,εp 和σv 暗示着从式(4.2.22)头两项的贡献可期

待着不同的行为。作为一个事实,σv 指示黏滞应力过程,此过程典型地展示了

特征时间并且是弛豫形式的,然而我们期待着第二项贡献能典型地代表率无关

(类似塑性)效应,因此不展示特征时间而展示与前面的讨论相一致的屈服应力

水平。式(4.2.22)或式(4.2.24)中的第三项贡献是否具有前面的类型还是后面

的类型依赖于α所代表的现象的类型。这些截然不同的行为在经典非平衡态热

力学框架内(式(4.1.12))是不能同时适合的,当然式(4.1.12)不是一开始就提

出来解释塑性和率无关滞后。这个问题的答案是由第二种观点的一个特定的推

广来提供的,而第二种观点是由式(4.1.13)来表达的,此答案导致引入一非负耗

散势———在数学上为一齐次凸函数。这不得不考虑耗散赝势。可应用到内变量

α上的同样的方法使很多耗散行为过程同内变量的概念及率无关、类塑性响应、
耗散赝势的存在结合起来。这些耗散过程和行为具有规则的弛豫型式,由下面

的演化方程例示

α·(t)=- 1
τα(χβ

,Tα)
[α(t)-αe(χβ

(t),Tα(t))] (4.2.25)

其中τα>0是弛豫时间,αe 是α的“平衡态”泛函,并且

α·(t)=γ(χβ
,Tα){1-exp[-μ(t)Aα(χβ

(t),Tα(t))]} (4.2.26)

后者是典型的反应动力学(γ>0,μ>0)并且满足条件Aα=0→α·=0。典型地,
式(4.2.25)由式(4.2.21(c))和式(4.1.13)通过
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■W = 1
2λ

(χβ
,T)[α-αe(χβ

,T)]2+f(χβ
,T)

D = 1
2ν

(χβ
,T)A2+g (4.2.27)

而来。其中g不是A 的函数。这样

τ-1
α (χβ

,Tα)=λ(χβ
,T)ν(χβ

,T)|T=Tα
(4.2.28)

很明显,式(4.2.26)的情形被更多地涉及到,并且不会出现在这种简单的表述

中。这是因为势D(由此可推出式(4.2.26))对A 来说不是齐次的,以至于Φ 的

非负性没有保证。(iv)最后一点与耦合有关,它们一方面存在于σv 和α之间,也

可以存在于α的时间演化和状态变量χβ
之间———这两方面都是通过能量密度

W 而发生的。在大多数情况下———时间奇偶性和χβ
,α的张量本原容许存在耦

合时,经典非平衡态热力学或耗散赝势的应用,在附加的本构方程(例如σv 和

σD)和内变量演化方程的右边,强加了相当确定的耦合,特别是当α是二阶张量

时显得更加正确。

4.2.4　耗散势

在将目光转向塑性行为和滞后现象之前,让我们在弹-黏-塑性材料的纯粹

力学背景下检查一下α的可能含义。这里我们希望把滞弹性行为这样解释,比
如说,是给定样品的本构元素的微观尺度结构重排列的结果。这种类型的行为

可能是塑性变形的结果,而塑性变形是由于位错移动或孪晶或晶界滑动或应力

引起的相变造成的,等等。那么内变量可由一个n维矢量α 集体地表示,它的每

一个分量表征了样品中给定点的局部结构的重排列。很明显,这种类型内变量

的数目随着样品尺度的增加而增加,而且这不是我们最喜欢的。也许,对于应用

此方法来说,较通常的和较有趣的情形是平均类型的内变量情形,它们代表了结

构重排的平均度量,而这种度量发生在数个点上。结果数n独立于样品尺寸并

且我们期望它在任何情况下都是小的。
让我们假定,通过施加一个适当的应力σ,内变量α可很好地保持指定值,

接着样品将倾向于一热力学平衡态,由应力(响应)σ,应变ε和温度T 表征。让

我们进一步假定,如果由不同的状态变量(σ或ε,T,α)对应的不同的平衡态对

于同样的α值是可能的,则相邻状态由通常的热弹性规律(在静热学中建立)联
系,在小变形下,即

σ=∂■W/∂ε,　s=-ρ-1∂■W/∂T
A =-∂■W/∂α,　W =ρψ= ■W(ε,T,α) (4.2.29)

其中 ■W 对T 来说是凹的,对ε和α 来说是凸的。我们就可以引入 ■W 的偏勒让
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德-芬采尔变换(partialLegendre-Fencheltransformation)

W ∗ =sup
ε

(σ:ε-■W) (4.2.30)

故有

ε=∂W ∗/∂σ,　s=ρ-1∂W ∗/∂T
A =∂W ∗/∂α,　W ∗ = ■W∗ (σ,T,α) (4.2.31)

当应力和温度保持不变时,无限小的滞弹性应变将是来自内变量变分的“贡献”

(δε)p =∂ε
∂α

·δα=∂2W ∗

∂α∂σ
·δα=∂A

∂σ
·δα (4.2.32)

上式参照了W ∗ 的二阶偏导数之间的麦克斯韦(Maxwell)关系。对于热弹性应

变,它是来自σ和T 变分的贡献

(δε)e = ∂2W ∗

∂σ∂σδσ+∂2W ∗

∂σ∂TδT (4.2.33)

其中在上式右边引入的变分因子分别是弹性顺度和热膨胀。那么我们就可以应

用经典非平衡态热力学作为均匀宏观应变过程,可以由一系列约束平衡态即局

域伴随态来处理。更进一步,以上的研究表明,可以引入一耗散势,它通过微分

的手段可以提供内变量α的动力学关系。一个很自然的假定:任何结构重排的

速率完全由与此重排相联系的力(A)决定———这是某种通常意义上的因果性提

议(并不必然地暗示线性关系),由此我们应该写出

α·=α-(A,T,α) (4.2.34)
其中A 依赖于σ,如式(4.2.31)和式(4.1.32)所示。这种表述特别适合于金属

的黏塑性,在这种情况下上述的假定“翻译”出来就是“作用在位错线段上的力控

制它的移动”。
从式(4.2.34)我们用完全相同的方式写出(T 和α固定时评估积分)

α·= ∂
∂A∫

A

0
α-(A,T,α)dA (4.2.35)

置

D∗ (σ,T,α)=∫
A(σ,T,α)

0
α-(A,T,α)dA (4.2.36)

我们证明

∂D∗

∂σ =∂D∗

∂A
·∂A
∂σ =∂ε

∂α
·α·=ε·p (4.2.37)

在上式的推导中使用了式(4.2.32)。这样,我们就有流势(flowpotential)D∗ 存

在的证据,即

ε·p =∂D∗ (σ,T,α)
∂σ

(4.2.38)



60　　　

这也就表达了这样的一个事实,在应力空间中增长率ε·p 沿恒定流势的法向。这

种情况在金属的弹黏塑性中是满足的,其中时间尺度(黏滞性)起重要作用。在

金属黏塑性情形,式(4.2.38)可写为

γ·(α)=γ-(α)(τ(α),T,γ)=∂D∗

∂τ(α) (4.2.39)

其中γ(α)是晶体中α-简单滑移体系的滑移———它是一具有“结构重排”类型的

变量———并且τ(α)=∂■W∗/∂γ(α)是与体系α有关的已被确定了的切变应力。
我们也注意到方程(4.2.34)可写成

α·=∂D∗ (A,T,α)
∂A

(4.2.40)

如果D∗ 与一非负耗散(赝)势相联系,这耗散势对A 来说是齐次的(m 次),则
Aα· 也是非负的,且是齐次的(m 次)。式(4.2.20)的内禀耗散满足热力学第二

定律

Φintr =Aα·≥0 (4.2.41)
如果我们接受流势D∗ 被一个独特的极限代表,则滞弹性行为可被考虑成一极

限情形,滞弹性行为是不依赖时间变化率的,但可由一屈服应力水平来表征。我

们在固体情形下得到的是率无关的弹塑性。尽管这不是所有的人能接受的,但
这种基于热力学的关于塑性的表述实际上来自凸性假设,它既考虑应力(更一般

的是力A)的可认可区域又考虑耗散势(同法向假设一起),故流势和联系在一起

的耗散势仅是齐一次的(对σ或A 来说),保证了效应的率无关性。在这种关注

中,“广义标准材料”的观念是非常基本的,它通过优先利用在内变量热力学框架

内的凸性和法向性(D∗ 被假定为一非负的凸的闭合函数而s和W 也是非负的、
凸的———除了变量T———D∗ 可能为力空间所张的凸集合的“指标”函数),引入

了一般的、滞弹类型的热力学可接受行为。塑性硬化、脆性破坏及可延展的材

料,磁滞后和铁电滞后,由于它们是率无关的,也可纳入此一般框架内。

4.3　内变量和微结构

4.3.1　高度不均匀体系

　　通过均匀化(homogenization)手续,一在微观尺度上(特征长度λ)呈现高度

不均匀性(heterogeneity)材料体系,在渐近意义上可方便地被一均匀体系在较

大的(宏观的)尺度(特征长度L)上代替,而均匀体系被赋予有效的材料性质。
那么ε=λ/L是一小参数。这可由周期性结构、“细胞”(所谓的代表性体积元)构
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成的体系、多晶介质等得到例证。在评论局域伴随态时,我们已经提示这样一个

事实,一个细胞的整体态变量可被看作均匀化体系(局域)内变量。必须特别注

意体系的平衡和非平衡演化。在第一种情形(静热学)可以假定温度场TM 和

Tm 在宏观尺度上和在微观尺度上实际上是相等的;但是ÑTM 和ÑTm 可显著地

不同,这是因为由于不均匀性Tm 可有非常高(陡)的空间变化。然而在宏观描

述的水平上,通常的状态定律可能显示为正确的,而热传导的广义傅里叶定律对

均匀的材料来说随之而来。接下来,当热力学演化非常靠近平衡态时,起作用的

假设为,τM 比任何信息传播时间τm 都要大,而传播是在一个细胞中的,即τm/τM

≪1。如果在微观水平上我们认可经典形式的热力学第一定律和第二定律

(式(4.1.7)和式(4.1.5)),则可证明,每一时刻在宏观水平上在平均态变量中相

似的定律保持正确,以至于如果静热学描述和吉布斯方程在微观尺度上对每一

个构成元素都假定成立,则它们在宏观尺度上是真正正确的。更有趣的是真正

的非平衡演化情形(即第二种情形)。在这里,前面的分析失效了,在微观尺度上

惯性效应不能再忽略(小波长效应),并且只能应用在上一节中描述的人工过程。
特别地,为了得到一系列特征微观参数,只能研究朝向平衡态的动力学演化。例

如,如果对一系列内变量有τα/τM≪1,则α为空的,则必须研究朝向平衡态的动

力学热弹性演化。当具有结构的材料的一些构成要素是完美弹塑性的(无硬

化),则这种手续的最了不起的特征产生了,但这种均匀化后的介质确实呈现硬

化(即屈服点随加载历史演化)。这是由这样一个事实,一些能量在微观水平上

以残余应力的形式存在而得来的。内变量就是从这里定义的。例如,如果符号

〈…〉表示代表性体积元的体积平均,σr 表示局部残余应力,S′表示局域弹性顺度

张量,则中肯的内变量α和宏观硬化模量h 可这样引入

〈σr·S′·σr〉=hα2,　σr(t)=σr(0)α(t) (4.3.1)
背景应力(多晶结构中的残余应力)可被考虑成能产生运动学硬化的内变量,这
样一个事实也是多晶塑性的成熟结果。进一步考虑位错概念,由同样的精神可

引入两个内变量,一个是标量的且与应力场联系在一起,而应力场来自位错群、点
缺陷团簇或微细沉淀及屈服各向同性硬化;另一个为二阶张量的也与应力场联系

在一起,而这个应力场可归因于“细胞”壁或归因于位错堆积(引起运动学硬化)。

4.3.2　内变量还是内部自由度?

前面抛弃了“隐变量”的概念,现在我们关注热力学内(状态)变量和所谓的

“内部自由度”(internaldegreeoffreedom)之间的区别或相似。尽管两种变量

的区别可以很清楚地“抽出”,但是混乱还是很容易地发生。为一般性和便于讨

论起见,我们考虑这样一种情形:熵流S与它的通常定义相差一矢量k(称超熵



62　　　

流(extraentropyflux))

S=T-1q+k (4.3.2)
则式(4.1.14)被这里的克劳修斯-杜亥姆不等式代替

-ρ(ψ
·
+sT

·
)+p(i)+ Ñ·(Tk)-S·ÑT ≥0 (4.3.3)

其中p(i)为内力引起的功率(例如,在小变形时经典应力引起功率p(i)=σ:ε·),
对于它我们一般需要本构方程来处理。就是在这一点上,内变量和附加的自由

度之间所有的差异变得最突出。
首先,如果α是一附加的可观测量,它可用来描述与连续体的每个点相联系

的微结构动力学,则根据理性热力学的一般原理,α可由正则形式的场方程来

控制

δL
δα-fα

d =0 (4.3.4)

其中fα
d 是一作用在α-微结构上的耗散力,并且δ/δα表示欧拉-拉格朗日泛函

导数,定义为

δ
δα= ∂

∂α-∂
∂t

∂
∂α

æ

è
ç

ö

ø
÷· - Ñ· ∂

∂ Ñ( )
æ

è
ç

ö

ø
÷

α +… (4.3.5)

在通常形势下,拉格朗日量(Lagrangian)最多依赖Ñα,故在定义式(4.3.5)没有

第三项以后的项。拉格朗日量有一般表达式

L=K(■,α·)-ρψ(-,α,Ñα,T) (4.3.6)
其中,■是连续体的经典速度场,“—”代表相关的可观测变量(例如应变、密度)。
式(4.3.4)是欧拉-柯西经典运动方程的一个补充。在体系中每一个观测点它

都是有效的,并且它必须由边界条件来补充,在体系的边界∂V 处的边界条件的

自然形式

-n· ∂L
∂(Ñα)=Tα (4.3.7)

其中,n是与∂V 正交的指向外边的单位矢量,Tα 是作用在α-场上的表面“力”
(牵引力)。这来自“一阶梯度”理论的一般结构(如果我们记住L 最多依赖于α
的第一梯度,这是一个很容易记住的命名)。要么涉及α要么涉及α·,这样的两

重性边界条件也是可能的。如果整个的材料被考虑成小应变固体,则可很容易

地显示,由于经典的局域平衡公理,式(4.3.3)将产生如下的耗散不等式

Φ=σD:ε·+fα
dα·+ Ñ·(Tsk)-S·ÑTs ≥0 (4.3.8)

其中T取局域的静热学温度(由于α· 不是内变量,并不是由α标记)。不失一般性,
可令超熵流k为零,故式(4.3.8)可恢复经典形式(比较式(4.1.10)和式(4.2.22))

Φ=σD:ε·+fα
dα·+Tsq·Ñ(T-1

s )≥0 (4.3.9)
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第二项可利用经典非平衡态热力学研究或引入一耗散势进行研究。如果是后

者,则D 是齐二次的,将产生弛豫效应,还有一般的表达式fα
d=∂D/∂α·。场方程

式(4.3.4)取下列形式

δL
δα-∂D

∂α·
=0 (4.3.10)

另外还有边界条件式(4.3.7)。总的来说,α是一附加的可观测变量,可假定同

微结构联系在一起。同连续统的经典描述比较起来它代表的是内部自由度,可
通过边界条件控制,并且也可能通过体积力控制。

另一方面,我们已考虑α是内(状态)变量,未假定形如式(4.3.4)的方程作

为出发点,因此就没有形如式(4.3.7)的伴随边界条件。由内变量理论方法,我

们可简单地计算W
·
(W=ρψ)并且选择k,即k取怎样的形式可将耗散不等式的

有源项消除掉。代替式(4.3.8),我们可得到

Φ=σD:ε·+Aα·-(Sα·Ñ)Ts ≥0 (4.3.11)
其中

σD =σ-(∂■W/∂ε)α,　Sα =T-1
α q+k　(a)

A =-δ■W/δα≡-[∂■W/∂α- Ñ·(∂■W/∂(Ñα))]　(b)

k=T-1
α [∂■W/∂(Ñα)]α·,　sα =-ρ-1∂■W/∂T|T=Tα　(c)

W =ρψ= ■W(ε,α,Ñα,T)　(d) (4.3.12)
忽略掉 ■W 和Ñα之间的依赖关系,则可恢复经典的内变量理论。如果我们假定

存在耗散势D,以致

σD =∂D
∂ε·

　(a),

A =∂D
∂α·

　(b) (4.3.13)

则特别地式(4.3.12(b))同式(4.3.13(b))结合起来有

δ■W
δα +∂D

∂α·
=0 (4.3.14)

但,很明显,没有伴随边界条件。然而如果假定在体系的任何规则点上述最后一

个方程是有效的,则在不连续表面的交叉处,可由使用局域方法例如所谓的“丸
盒”方法(pill-boxmethod),或其他更高级的数学例如分布理论,来导出相关的

跃变条件。这指出,如果“不连续表面”的一侧被其他的体系占有,此方法将产生

一局域边界条件和式(4.3.7)的形式一样。当 ■W 不依赖Ñα时,这种微妙之处消

失。不过,式(4.3.10)和式(4.3.14)反映了基本方程(在一阶梯度理论中控制内

部自由度)和内变量(我们解释为空间梯度)之间的不同与相似。都考虑一弱的
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非局域性很可能产生过渡层和表面效应。如果将式(4.3.10)写成

δ■W
δα +μ

∂D
∂α·

+ε∂
∂t

∂K
∂α

æ

è
ç

ö

ø
÷· =0 (4.3.15)

其中μ和ε是序参数,最终变为无限小,则式(4.3.10)(对应于小的μ 但ε 是

0(1)),是一个典型的带有弱耗散的场方程。在另一端(对于μ=0(1)而ε很小)
式(4.3.15)取式(4.3.14)的形式。内变量理论由忽略惰性效应而得到表征,并
且它的经典形式由忽略弱非局域性,或者说,由α-场的短程相互作用或小的相

干长度或关联长度而得到表征。
以上所描写的“两分”很可能又反映了这样一个事实:一些变量是否被考虑

为内变量或内部自由度,是时空观测尺度的问题。若能了解变量变动的时间和

空间尺度,那么将这些变量看成内部自由度是可能的,通过要求附加的场方程和

老的场方程同等出现,内部自由度可丰富介质的动力学描述。
可以引入内变量的空间梯度以描述与力学耦合的一些物理性质。现在主要

的问题是,α可通过外力如“牵引力”Tα 而得到控制。只有当长度尺度λ=0(α/

|Ñα|)同微观尺度(即对外界刺激来说必要的物理维度)比较起来很小或当远离边

界或过渡层,内变量的真正特征才得以恢复。如果外界激发(动力学过程的波长,
影响α-场的外场)和λ具有同样的级别时,内部自由度解释和方程应该得到加强。

4.4　内变量和相变

如果在式(4.3.13(b))中A 统一地消失,则式(4.3.14)取形式

δ■W
δα =0 (4.4.1)

上式可让人想起朗道(Landau)相变理论中将静态结构定义为序参量的基本解

的那个方程。在许多情形下,如果α能被当成序参量并且它的张量本原得到说

明,内变量(包括梯度)的理论看起来和这种相变连续统理论是同样的。我们知

道,序参量是相变理论中最具代表性的参量,在高温无序相中消失,而在有序相

中不为零。铁电体中的自发极化、铁磁体中的自发磁化、超导库柏对(Cooper’s
pairs)的波函数ψ等都是序参量的例子。朗道相变理论反映在δ■W/δα对α的非

线性上,还有均匀空间场时方程式(4.4.1)的多值解上。将朗道和栗弗席兹

(Lifshitz)的 在 铁 磁 体 方 面 的 原 始 工 作 (关 于 相 变 空 间 梯 度)和 金 兹 堡

(Ginzburg)的一般思想相结合,能够研究带有陡峭梯度(并不意味着α的不连续

性,而α为一个场)的平滑相变区域。
如果朝向平衡态解的弛豫存在,则式(4.3.14)适用,并且D 是α· 的二次函
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数,可得到金兹堡-朗道相变理论的弛豫方程

α·=-1
τα

δ■W
δα

(4.4.2)

(■W 取用合适的单位)。上面的方程,作为内变量表述的直接结果,具有典型的

相变动力学及反应-扩散(reaction-diffusion)过程的特征。一个例子,势 ■W(α,

α,T)作为实值标量参量α的四次函数,相应的方程为

ταα·=-(aα+bα3)+cÑ2α (4.4.3)
其中a在临界温度(criticaltemperature)Tα=Tcr消失。如果α是复数值标量

(例如波函数),则式(4.4.2)的典型形式为

ταα·=-(aα+b|α|2α)+cÑ2α (4.4.4)
式(4.4.3)和式(4.4.4)右边附加的随机力将它们转换成所谓的朗之万方程

(Langevinequation)。如式(4.4.4)所示的方程,同应变和温度耦合,可得到弹

性超导体的内变量理论,其中τα 是超导电子的有限弛豫时间。形如式(4.4.2)
的方程也存在于许多材料的非平衡相变的动力学中。当Ñα=0时 ■W 有数个极

值,式(4.4.2)通过分解因式可写为

ταα·=-kα∏
j

(α-αj) (4.4.5)

其中αj 是带有下标的局域极值。事先并不清楚的是,到底是对于哪个αj 也就是

对于哪个相应于 ■W 极小值的亚稳态,体系会以特征时间τα 弛豫;而作为一个规

则来说,弛豫时间或增长率扮演了重要的角色。在由温度驱动的相变中,应拿这

个和温度变化率τT=(T-T0)/T
·
相比较,其中T0 是某参考温度。

4.5　内变量热力学还是广延热力学?

广延热力学(extendedthermodynamics,ET。详见第5、6章)是在经典描述

之外的一种不可逆过程热力学,设想将通常的耗散流(例如黏性应力、热流、传导

电流)考虑成独立变量。作为结果,熵成为这些流的函数。对于在式(4.3.2)引
入的超熵流来说一般也保持正确。除了对经典场方程(欧拉-柯西运动方程、能
量方程、电荷守恒方程)有贡献外,流还满足演化-扩散方程,而这些方程(后者)
是由高阶动力学理论的发展而受到支持的。事实上,动力学理论常常使我们不

能适应变形固体的情形,还是把一些原因放在一边即此方法的基础上(比如,因
果性和双曲性),让我们简单地举一些例子,有助于澄清同内变量理论的比较。
广延热力学可能的结果是:(i)热传导的麦克斯韦-凯特尼奥定律(Maxwell-
Cattaneolaw。参见第5章),我们有意写成下述形式
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q·=-1
τq

(q-qF)　(a),

qF =-κÑT　(b) (4.5.1)
和(ii)欧姆定律的演化-扩散推广,可写成

J
·
=-1

τJ
(J-J0)-(l2/τJ)Ñ2J　(a),

J0 =ΣE　(b) (4.5.2)
其中,τq 和τJ 是弛豫时间,l为特征长度,Σ是电导。我们可辨认出式(4.5.1(b))
和式(4.5.2(b))是在各向同性物体中热传导和电传导的经典傅里叶定律和欧姆

定律。让σD 为应力张量的耗散部分,它也是由演化-扩散方程控制着。则,自由

能密度ψ、熵密度s和熵流S 由一般的表达式给出

ψ=ψ(T,-;σD,q,J)

s=ss+N(σD,q,J)

S=T-1q+k(σD,q,J) (4.5.3)
其中,我们期待当耗散流消失时ss 和T 与静热学值一致。由于涉及的张量阶,
在方程式(4.5.3)中对静热学定义的偏离通常最少是耗散流的二次函数。

第一个例子式(4.5.1)有意地抛弃了扩散现象,来增加与纯弛豫现象的内变

量理论的相似之处(比较式(4.5.1(a))和式(4.2.25))。但有基本的差异,即在

如式(4.5.1)或式(4.5.2)形式的方程中,对空间几乎均匀的流,朝向一个量(例
如傅里叶和欧姆的经典流表示式)发生弛豫,但这个量并不是热力学平衡态值。
事实上热力学平衡态对应着式(4.5.1(a))所有的三项贡献都同时为零。在

式(4.5.2(a))情形,所有的四项在平衡时都同时为零。甚至,不论在附加方程里

是否有扩散项,耗散流仍旧直接在边界条件(或跃变条件)里有贡献,它(即条件)
同经典的能量方程或电荷守恒(对于以上两例)联系在一起。这样一来,它们总

是可控制的量。最后,由广延热力学表征的现象被限制在相当小的种类,对于选

择额外变量来说这种限制是固有的。这些变量不能处理许多其他的涉及微结构

内在复杂性的耗散过程。非常令人惊讶的是,两种热力学之间的这种清楚描绘

竟也能产生它们之间的常常遇到的误解和“同化”。可以说,内变量热力学就是

带有附加状态变量和适当的局域伴随态公理的不可逆过程热力学。

4.6　演化问题和正则结构

由上可知,内变量理论的推演热力学体系展示了其作为一个数学物理理论

的灵活可变性、内在连贯性及便于推广等特点。它不仅有助于构建概念和澄清
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逻辑关系,而且有助于以系统的方式表述耦合,找出不同材料系数间的限制和关

系。另外,它还强调了演化问题———在今天无论从纯理论考虑还是数值处理都

得到高度关注。不仅如此,这样的一个当代数学物理的最令人感兴趣的数学结

构也被放在了非常明显的位置。的确,不仅内变量理论强调了演化和演化-扩

散方程的角色,而且其他的场方程也能写成演化形式,以至于整个问题成为,可
观测量和内变量都出现在演化体系的框架内。这些体系都以热力学第二定律约

束着,不管具体的复杂性如何,它们都可写成一般的正则形式

∂α
∂t= {α,Gc}eq+{α,GD}D (4.6.1)

其中,α 既指示内变量又指示可观测态变量,{..,..}eq是泊松括号(Poisson
bracket)与状态空间结构联系在一起,Gc 是相应地泛函产生子(比如,总自由

能),{..,..}D 是李-泊松括号(Lie-Poissonbracket),GD 是与之相联系的泛函产

生子(比如,整体耗散势)。若不存在耗散过程(即没有D-贡献),式(4.6.1)展示

一哈密顿结构(Hamiltonianstructure),此结构将热力学可逆贡献的形式(即状

态规律)施加在本构方程上。若存在耗散,注意到第一个括号{..,..}eq是反对

称的,而第二个括号经过线性化后是对称的,则对于任意的泛函有

{F,F}D ≤0 (4.6.2)
特别地,对于耗散过程,上式蕴含着

∂G
∂t ≤0 (4.6.3)

这就是热力学第二定律的表述。可以说,场和演化方程的“分析”结构甚至在偏

离平衡时也保持着,热力学第二定律被加强了。这可在不同描述水平上实现,即
内变量可在精细尺度描述上发布。剩下的技术上的困难就是如何明确构建

式(4.6.1)的括号,因为其表达式依赖于所考虑的理论———即使都有同样基本的

性质。



广延热力学又称广延不可逆热力学(extendedirreversiblethermodynamics,

EIT),是20世纪七八十年代由周(Jou)、卡萨斯-威兹奎兹(Casas-Vázquez)、莱
本(Lebon)、谬勒(Müller)和茹格瑞(Ruggeri)等人发展起来的一种非平衡态热力

学理论体系。它是在经典不可逆热力学(classicalirreversiblethermodynamics,

CIT)的基础上,通过引入非平衡变量(例如出现在质量、动量、能量平衡方程中

的耗散流)扩大基本独立变量空间而得以实现的。它的基本理论框架主要包括

耗散流的演化方程和非平衡状态方程。一般来说,经典变量(例如质量、动量、能
量)的演化方程是由通常的平衡方程给出;耗散流的演化方程除了满足热力学

第二定律的约束以外,没有其他的一般性判据。与平衡状态方程不同的是,非平

衡状态方程中出现耗散流,在描述非平衡稳定状态时是令人感兴趣的。

5.1　热传导

刚性各向同性体系(rigidisotropicbody)中的热传导可以说是不可逆过程

的一个最简单例子。我们先介绍一下引入耗散流作为独立变量的动机,然后再

介绍理论的主旨。

5.1.1　动机

关于不变形固体中热传导最有名的模型是傅里叶定律,它将温度梯度ÑT
和热流q线性地联系起来

q=-λÑT (5.1.1)
其中λ是热传导系数,一般来说依赖于温度。将上式代入能量方程(没有源项并
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且体系静止)

ρ
∂u
∂t=- Ñ·q (5.1.2)

其中,比内能u与温度的关系为du=cvdT,cv 是定容比热容(每单位质量),则可

以得到关于温度T 的抛物型微分方程

ρcv
∂T
∂t = Ñ·(λÑT) (5.1.3)

此方程在大多数实际问题上与实验符合得很好,但在短时或高频情形有一些致

命缺陷。这是由于傅里叶定律缺少惰性效应:如果在固体内的某一点上突然施

加一个温度扰动,它能即时地且无论在何处都能被感受到。
为消除这些反常情况,凯特尼奥(Cattaneo)引入一热流弛豫项,得到傅里叶

定律的阻尼“版本”

τ∂q
∂t=-(q+λÑT) (5.1.4)

当热流弛豫时间τ可忽略或热流变化很慢,以上方程约化为傅里叶定律。
将式(5.1.4)代入式(5.1.2)可产生双曲型的电报方程

τ∂2T
∂t2 +∂T

∂t-χÑ2T =0 (5.1.5)

　　在建立上式的过程中假定τ和λ是正的常数,而χ=λ/ρcv 为与热传导有关

的系数。上式的动力学性质已被透彻地分析过了,然而其热力学结果知道得还

比较少,因此值得作一番检验。
从经典熵产生的表达式σs=q·ÑT-1可得到

σs = λ
T2(ÑT)2+ τ

T2
∂q
∂t

·ÑT (5.1.6)

不再是正定的,原因在于第二项的存在。为说明局域平衡熵引起的问题,让我们

利用式(5.1.5)检验一孤立刚性体中熵的时间演化(初始时刻为正弦温度分布);
得到的是如图5-1中虚线所示的非单调行为。可以看出,代替了单调增长,经典

熵的演化行为采取了振荡的方式。严格说来,此结果同热力学第二定律的克劳

修斯表述是不相容的,后者表明最终平衡态的熵一定比初始平衡态的熵要高。
还有,熵的非单调行为同热力学第二定律的局域平衡表达是相抵触的,后者要求

在演化的任何时刻及任何位置熵产生都是正的。
可发现,式(5.1.4)在描述热波动的许多实验上是非常有用的,但同局域平

衡是相抵触的,因此应该得到重新考虑。这就是下一小节的目标。
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图5-1　由麦克斯韦-凯特尼奥方程(5.1.4)描述的一孤立体系趋向平衡过程中经典

熵SCTT的演化由虚线给出;从式(5.1.30)得到的广延熵SEIT的演化由实线

表示,同SCTT形成鲜明对比的是,它是单调增长的。

5.1.2　广义吉布斯方程

如同在CIT,在ET中熵和吉布斯方程占有中心地位。这里假定,熵不仅依

赖于经典变量(即比内能u),还依赖于热流q
s=s(u,q) (5.1.7)

广义熵s(u,q)应具有下列性质:(i)它是可加量;(ii)它是整个变量集合的凸函

数,意即它是这样的函数:每一点都在正切线族的下面;(iii)它的产生率是局域

正定的。
广义熵的微分形式如下

ds= ∂s
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

u du+ ∂s
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

q
·dq (5.1.8)

与经典理论相似,可定义非平衡温度θ

θ-1(u,q)= ∂s
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

u q
(5.1.9)

量θ-1可围绕局域平衡温度T 的倒数即T-1展开

θ-1(u,q)=T-1(u)+a(u)q2 (5.1.10)
凡是次数高于q2 的项都忽略掉了;系数a(u)一般依赖于u,q2 代表q·q。在

式(5.1.8)中剩下的偏导数可被记为

∂s
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

q =-T-1vα1(u,q) (5.1.11)

其中“-”和因子T-1v是为了方便而引入的。仍旧忽略掉次数高于q2 的项,α1

取下列形式

α1 =α10(u)q (5.1.12)
将式(5.1.9-12)代入式(5.1.8)可得到广义吉布斯方程的最终表示(忽略掉q的
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三次项)

ds=θ-1du-T-1vα10q·dq (5.1.13)

从此表达式和内能平衡方程(5.1.2),可得到熵的时间导数s·

ρs
·=-θ-1 Ñ·q-T-1α10q·q· (5.1.14a)

或

ρs
·=- Ñ·(θ-1q)+q·(Ñθ-1-T-1α10q·) (5.1.14b)

此方程可被写成平衡方程的一般形式

ρs
·=- Ñ·Js+σs (5.1.15)

以得到熵流Js 和熵产生率σs 的表达式。通过对比式(5.1.14b)和式(5.1.15),
可得出

Js =θ-1q (5.1.16)
和

σs =q·(Ñθ-1-T-1α10q·) (5.1.17)
式(5.1.17)具有q和X 的双线性结构

σs =q·X (5.1.18)
力X 的表达式可由式(5.1.17)中括号内的量而得到。为得到与σs 的正定性相

适应的q的演化方程,让我们假定X 是q的线性函数

X =μ1(u)q (5.1.19)
其中μ1 依赖于u但不依赖于q。在上式中,将X 代以从式(5.1.17)得到的值,
则上式可被重新写为

Ñθ-1-T-1α10q·=μ1q (5.1.20)
如同前面,忽略掉了q的三次项的贡献。将式(5.1.19)代入式(5.1.18)结果为

σs =μ1q·q≥0 (5.1.21)

σs 为正,此要求导致约束μ1>0。
在式(5.1.20)中出现两个未定义的系数α10和μ1,应该在物理背景上得到确

定。首先假定一存在稳定流的情况,则式(5.1.20)简化为

q=- 1
μ1θ2 Ñθ (5.1.22a)

或者,作一最简单的近似,将θ换作T

q=- 1
μ1T2 ÑT (5.1.22b)

同傅里叶定律q=-λÑT 比较,得到

μ1 = 1
λT2 (5.1.23)
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下一步,将式(5.1.20)同式(5.1.4)比较。将式(5.1.20)写成下列形式

λTα10q·+q=-λÑθ (5.1.24)
可直接得出

α10 = τ
λT

(5.1.25)

由于此结果,广义吉布斯方程(5.1.13)可写为

ds=θ-1du- τ
ρλT2q·dq (5.1.26)

其中dq的系数已经用一些物理量彻底地确定完毕。当在θ-1表达式里面的q的

二次项的贡献可以忽略时,θ-1约化为T-1,并且吉布斯方程(5.1.26)可由下式

给出

ds=T-1du- τ
ρλT2q·dq (5.1.27)

在这种情形下,可积性条件即s的二阶混合偏导数∂2s/∂u∂q和∂2s/∂q∂u相等,表
明τ/ρλT2 是一个常数。在局域平衡近似下,式(5.1.26)可简单地表示为ds=
T-1du,并且在这种近似水平上,θ就等同于T。式(5.1.26)的可积性条件

∂θ-1

∂q =- ∂
∂u

τ
ρλT
æ

è
ç

ö

ø
÷

2[ ]q (5.1.28)

积分之后

θ-1(u,q)=T-1(u)-1
2

∂
∂u

τ
ρλT
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 q·[ ]q (5.1.29)

将此结果代入式(5.1.26),然后积分,可得到偏离平衡时熵表达式(准确到q的

二次项)

ρs(u,q)=ρseq(u)-1
2

τ
λT2q·q (5.1.30)

　　由于式(5.1.23),相应的熵产生即式(5.1.21)可写为

σs = 1
λT2q·q (5.1.31)

σs 的正定性暗示着λ>0。可将σs 的这种表达式同由CIT中得到的σs 比较,后
者已用凯特尼奥定律(Cattaneo’slaw,即式(5.1.4))代替了傅里叶定律,即

σCIT
s = 1

λT2(q·q-τq·q·) (5.1.32)

很明显,由于上式右边第二项的存在,熵产生的正定性不再得到保证。
我们再回头看一下图5-1,看到广延熵(5.1.30)单调增长,而经典的局域平

衡熵seq却是振荡的。因此可推出,凯特尼奥定律同热力学第二定律的局域平衡

“版本”是不相符合的,但同ET却是一致的。
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5.2　单组元黏性流体

现在我们处理更加一般的情况:可压缩单组元黏性流体。按照 ET 的精

神,热力学状态变量空间是由经典状态变量空间(内能u,比体积v)和流变量空

间(q,pv 和P
0

■)联合而成。
广义吉布斯方程取以下形式

ds= ∂s
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

u v,q,pv,P
0■
du+ ∂s

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

v u,q,pv,P
0■
dv+ ∂s

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

q u,v,pv,P
0■

·dq+

∂s
∂p

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
u,v,q,P

0■
dpv+

∂s
∂P

0
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

■
u,v,q,pv

:dP
0

■ (5.2.1)

类似于CIT,我们定义一非平衡热力学温度θ和一非平衡热力学压强π,分别为

θ-1(u,v,q,pv,P
0

■)= ∂s
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

u v,q,pv,P
0■

θ-1π(u,v,q,pv,P
0

■)= ∂s
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

v u,q,pv,P
0v

(5.2.2)

式(5.2.1)中剩余的偏导数可假定与流是线性关系,记为

∂s
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

q u,v,pv,P
0■ =-T-1vα10(u,v)q

∂s
∂p

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
u,v,q,P

0■ =-T-1vα00(u,v)pv

∂s
∂P

0
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

■
u,v,q,pv

=-T-1vα21(u,v)P
0

■ (5.2.3)

其中系数α10,α00,α21是关于u和v 的未知标量函数。将式(5.2.2)和式(5.2.3)
代入式(5.2.1)得到广义吉布斯方程

ds=θ-1du+θ-1πdv-T-1vα00pvdpv-T-1vα10q·dq-T-1vα21P
0

■:dP
0

■

(5.2.4)
熵的演化是由熵平衡方程(5.1.15)控制的,我们的目的就是确定熵流Js 和熵产

生σs 的相应的表达式。最后将能量和质量平衡方程(1.1.10)、(1.1.11)推导出

来的u·和v·的表达式代入式(5.2.4),经过计算可发现

ρs
·=-θ-1 Ñ·q-T-1pv Ñ·■-T-1P

0
■:V

0

-T-1α00pvp
·v

-T-1α10q·q·-T-1α21P
0

■:(P
0

■)· (5.2.5)
为推得上式,曾假定总压强张量P可分解为
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P=πI+pvI+P
0

■ (5.2.6)
同第1章式(1.1.18)、(1.1.19)比较,上式中用π代替了p。平衡时π约化为p,
当流的二次贡献可忽略时,π仍等同于p。将p换为π 的动机下面仍将讨论,在
此我们可以把这同将θ换为T 相类似地看待。

5.3　广义熵流和熵产生

在确定熵产生的表达式之前,定义

σs =ρs
·+ Ñ·Js ≥0 (5.3.1)

我们需要熵流Js 的关系式。对于各向同性体系,此矢量对变量u,v,q,P
0

■ 和pv

的最一般的依赖是(直至流的二次项)

Js =βq+β′pvq+β″P
0

■·q (5.3.2)
其中系数β′和β″一般说来是u 和v 的函数;回忆一下热传导问题的结果,系数β
一定为θ-1。因此相应地

Js =θ-1q+β′pvq+β″P
0

■·q (5.3.3)

通过利用ρs
·的表达式(5.2.5)和Js 的表达式(5.3.3)来代替式(5.3.1)里面的

ρs
·和Js,可简单地导出熵产生率

σs =q·(Ñθ-1+β″ Ñ·P
0

■ +β′Ñpv-T-1α10q·)

+pv[-T-1 Ñ·■-T-1α00p
·v+ Ñ·(β′q)]

+P
0

■:{-T-1V
0

-T-1α21(P
0

■)·+[Ñ(β
0

″q)s]} (5.3.4)
经观察可知,上式具有双线性结构

σs =q·X1+pvX0+P
0

■:X
0

2 (5.3.5)

为流q,pv,P
0

■ 和它们广义力X1,X0,X
0

2 乘积的和。除了T 被θ代替以及它们包

括那些依赖于流的时间和空间导数的附加项,它们和 CIT 中的表达式是相

似的。

为了得到与σs 的正定性相一致的流演化方程,我们将力X1,X0,X
0

2 表达成

流的函数,同上精确到流的二次项,有

X1 =μ1q+μ10pvq+μ12P
0

■·q (5.3.6a)

X0 =μ0pv+μ00(pv)2+μ01q·q+μ02P
0

■:P
0

■ (5.3.6b)
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X2 =μ2P
0

■ +μ20pvP
0

■ +μ22P
0

■·P
0

■ +μ21qq (5.3.6c)
其中系数μ依赖于u 和v。

以后,我们将检验涉及非线性项的特殊情形。但现在,我们的分析限制在线

性流-力关系,以避免繁杂冗长的数学处理。在这种近似下,可简单地有X1=

μ1q,X0=μ0pv 和X
0

2=μ2P
0

■。这是能保证σs 的正定性的最简单的流-力关系。
确实,当把这些表达式代进式(5.3.5),有

σs =μ1q·q+μ10pvpv+μ2P
0

■:P
0

■ (5.3.7)

σs 的正定性导致约束

μ1 ≥0,　μ0 ≥0,　μ2 ≥0 (5.3.8)

5.4　线性化的流演化方程

将式(5.3.4)中与各流相共轭的力的表达式代入式(5.3.6),可得到线性近

似下各流的演化方程(忽略掉q·Ñu,q·Ñv,(Ñu)·P
0

■,(Ñv)·P
0

■ 等项,并且θ
以T 来代替)

ÑT-1-T-1α10q·=μ1q-β″Ñ·P
0

■ -β′Ñpv (5.4.1)

-T-1 Ñ·■-T-1α00p
·v =μ0pv-β′Ñ·q (5.4.2)

-T-1V
0

-T-1α21(P
0

■)@ =μ2P
0

■ -β″(Ñq)s
0

(5.4.3)

　　从以上的热力学公式可得到一些主要特征:(i)系数μ1,μ0 和μ2 是正定的;

(ii)联系q和Ñ·P
0

■ 的系数与联系P
0

■ 和(Ñq)s
0

系数相等,联系q和Ñpv 的系数与

联系pv 和Ñ·q的系数相等。这些系数之间的相等,属于高阶昂色格关系,然而

与通常的昂色格关系不同的是,它们是由纯粹的热力学得来的;(iii)出现在熵

流里面二次项的系数β′和β″与出现在演化方程(5.4.1)~(5.4.3)里交叉项的系

数是相同的。
如同热传导问题,在式(5.4.1)~(5.4.3)中引入了几个系数,必须得到物理

上的确定。首先考虑一稳定和均匀情形,即流对时间和空间的导数为零。
式(5.4.1)~(5.4.3)约化为

ÑT-1 =μ1q,　-T-1 Ñ·■=μ0pv,　-T-1V
0

=μ2P
0

■ (5.4.4)
同傅里叶定律和牛顿-斯托克斯定律

q=-λÑT,　pv =-ζÑ·■,　P
0

■ =-2ηV
0

(5.4.5)
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比较,可得到如下确定

μ1 = (λT2)-1,　μ0 = (ζT)-1,　μ2 = (2ηT)-1 (5.4.6)
而λ,ζ和η分别为热传导系数,体黏滞系数和切变黏滞系数。

考虑一非稳定但均匀流,式(5.4.1)~(5.4.3)约化为

ÑT-1-T-1α10q·= (λT2)-1q (5.4.7)

-T-1 Ñ·■-T-1α00p
·v = (ζT)-1pv (5.4.8)

-T-1V
0

-T-1α21(P
0

■)·= (2ηT)-1P
0

■ (5.4.9)
将这些方程等同于所谓的麦克斯韦-凯特尼奥定律

τ1q·+q=-λÑT (5.4.10)

τ0p
·v+pv =-ζÑ·■ (5.4.11)

τ2(P
0

■)·+P
0

■ =-2ηV
0

(5.4.12)

其中τ1,τ0 和τ2 是各流的弛豫时间。则可得到如下确定

α10 =τ1(λT)-1,　α00 =τ0ζ-1,　α21 =τ2(2η)-1 (5.4.13)
根据λ,ζ,η和弛豫时间τ1,τ0,τ2,线性化的演化方程(5.4.1)~(5.4.3)取下

列形式

τ1q·=-(q+λÑT)+β″λT2 Ñ·P
0

■ +β′λT2 Ñpv (5.4.14)

τ0p
·v =-(pv+ζÑ·■)+β′ζT Ñ·q (5.4.15)

τ2(P
0

■)·=-(P
0

■ +2ηV
0
)+2β″ηT(Ñq

0
)s (5.4.16)

　　当弛豫时间倾向于无穷,而它们同各自的输运系数(λ,ζ,η)的比率保持有限

(或在高频情形τω≫1),则麦克斯韦-凯特尼奥方程变为可逆的(时间反转不

变),这是因为涉及流的时间导数的项比流本身重要得多。在这种特定的环境

中,没有与流相联系的耗散。

5.5　非平衡状态方程:温度

前面在物理上确定了参数α10,α00和α21,现在我们就来估算一下各个流对状

态方程的贡献。取到流的二次项,吉布斯方程(5.2.4)可写为

ds=θ-1du+θ-1πdv-vτ1

λT2q·dq-vτ0

ζT
pvdpv-vτ2

2ηT
P
0

■:dP
0

■ (5.5.1)

由上式的可积性条件即二阶混合偏导数相等,例如∂2s/∂u∂q=∂2s/∂q∂u,可有
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∂θ-1

∂q =- ∂(vτ1/λT2)
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

u q,　∂θ-1

∂P
0

■
=- ∂(vτ2/2ηT)

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

u P
0

■

∂θ-1

∂pv =- ∂(vτ0/ζT)
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

u pv (5.5.2a)

∂(θ-1π)
∂q =- ∂(vτ1/λT2)

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

v q,　∂(θ-1π)

∂P
0

■
=- ∂(vτ2/2ηT)

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

v P
0

■

∂(θ-1π)
∂pv =- ∂(vτ0/ζT)

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

v pv (5.5.2b)

作为式(5.5.2a、b)的结果,并注意到流消失时肯定能恢复局域平衡值T 和p,则
可得

θ-1 =T-1-1
2

∂(vτ1/λT2)
∂u q·q+∂(vτ0/ζT)

∂u
(pv)2+∂(vτ2/2ηT)

∂u P
0

■:P
0

[ ]■

(5.5.3a)

θ-1π=T-1p-1
2

∂(vτ1/λT2)
∂v q·q+∂(vτ0/ζT)

∂v
(pv)2+∂(vτ2/2ηT)

∂v P
0

■:P
0

[ ]■

(5.5.3b)
这些表达式可被看成温度和压强的非平衡状态方程。在本节里,我们将集中分

析温度,这能允许我们对本书中碰到的概念问题作相当广泛的讨论。下一节处

理非平衡压强。

5.5.1　热力学第零定律及第二定律和温度

众所周知,绝对温度的概念与热力学中的两个原理联系在一起。第零定律

表达了热平衡的可传递性:如果体系C同两个体系A和B处于热平衡,则A和

B也会处于热平衡———纵使它们不接触。此原理允许定义无数个经验温度,而
这些温度在相互热平衡的条件下表征了状态空间中的不同的等价类。为定义一

个独立于测热工作物质的绝对温度尺度,则第二定律是需要的(例如,卡诺定理

(Carnot’stheorem)的形式,表明卡诺可逆热机的效率独立于工作物质)。此结

果被 W.汤姆孙(W.Thomson)用来第一次引进绝对温度。这里我们将在热力

学这两个原理的基础上澄清非平衡温度的概念。
首先,按照式(5.5.1)知温度θ的定义

θ-1 = ∂s
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

u v,q,pv,P
0■

(5.5.4)

如果就那些变量来说熵是已知的,上式直接给出θ的状态方程。相反地,当所有

的状态方程是已知的,则它们可通过积分而得到熵的表达式。从几何的观点来



78　　　

看,θ和T 之间的不同从图5-2可很容易地理解。

图5-2　局域平衡熵Seq(u)(上面的曲线)和广义的非平衡熵s(u,p)。正文中提到的两

温度θ和T 由曲线在点A 和B 斜率的倒数给出。

实际的非平衡态是A,由绝热投影得到的平衡态是B。在状态A 的非平衡

熵的斜率(对应着1/θ)不同于在状态B 的平衡熵的斜率(对应着1/T)。这样,
当所指的是局域平衡温度T,则是把伴随的局域平衡态B 而不是实际的非平衡

状态A 作为参考状态。注意θ-1>T-1,由于s(u,q)≤seq(u),这是相当一般的

特征。值得注意的是,q不变而u→∞时,s(u,q)→seq(u)(此结果来自这样一个

事实,q不变时,τvq2/λT2 随u的增加而减小)。因此,曲线s(u,q)将比seq(u)
陡,一般有θ≤T。既然一非平衡稳定态比相应的平衡态由较小的熵来表征,则
它比平衡态更有序(顺便提醒一下,熵与分子的混乱度联系在一起)。我们可以

将单位体积的内能ρu 分成“有序”的ρuord和“无序”的ρudis两部分,其中uord和

udis分别是单位质量内能的“有序”和“无序”部分。这些能量可被表达为ρudis=
3
2nkBθ和ρuord=3

2nkB(T-θ),n是分子数密度,kB 是玻耳兹曼常数,故可发现

每单位体积的单原子气体总内能的经典表达式是ρu=3
2nkBT。平衡时有T=

θ,uord=0,udis=u。
为讨论温度与第零定律的联系,考虑图5-3所示的实验装置。一参考体系

Σr 和被考虑的体系Σs 通过一长为L 的导热性良好的杆进行热连结。我们记qs

和qrs分别为流过Σs 和杆的热流。则我们可作如下陈述:当qrs=0时,Σr 和Σs

处于相互热平衡,但这不意味着qs=0。
虽然qrs=0,但两个体系中的每一个都可以偏离平衡态,当然qs=qrs=0意

味着处于完全的平衡。注意热量是唯一的在两体系间沿着杆可被交换的物理

量,要不然,几种热力学力的耦合(例如,温度和浓度梯度)可能使处于不同温度

的两体系间的纯热流消失。
当然,这些考虑无助于决定θ或T 谁是真正的(非平衡)温度。要回答这个
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图5-3　为说明局域平衡温度和非平衡温度之间差异的实验装置图

问题,需要知道热流和温度梯度之间的关系到底是q=-λÑθ还是q=-λÑT。
答案是由第二定律提供的;的确,就如5.1节所示的,从以上两者中挑出来的应

该是唯一的遵从熵产生为正定的特征的那一个。这意味着Σr 和Σs 之间的热交

换直接由非平衡温度θ控制。如果Σr 和Σs 都处于平衡态,则θ与局域平衡温度

T 一致。然而,如果Σr 和Σs 偏离平衡,且qrs=0,则我们将观察到θr=θs 而不是

Tr=Ts。
为明确起见,假定体系Σr 在温度T 时处于平衡态,而体系Σs 处于非平衡定

态,热流qs 由温度差异产生。假定杆的两端都处于同一局域平衡绝对温度T,
按照经典理论,将不会观测到热流从一个体系流向另一个体系。相反,ET将会

预测有一与非平衡温度θ的梯度(θr-θs)/L 呈正比的热流qrs。既然体系Σr 处

于平衡态,有θr=Tr,但按照气体动力学理论,θs=Ts(1-γq2
s),且对理想单原子

气体γ=2
5

(m/n2k3
BT3),所以θs<Ts。因此将有热流qrs自左向右流动。这个例

子证实下面的陈述:温度计将会测量广义温度θ而不是局域平衡温度T,两体

系间的热传输将会发生直至它们达到同样的广义温度,而不是同样的局域平衡

温度。

5.5.2　特定情况下的θ估算

为明确起见,我们将注意力集中到只有热流q这一种非平衡流的情形,并且

给出θ和T 之间差别的数字估算。式(5.5.3a)约化为

θ-1(u,q)=T-1(u)-1
2

∂(τ1v/λT2)
∂u q·q (5.5.5)

其中T(u)只依赖于内能,而不依赖于热流。
对于服从玻耳兹曼方程(Boltzmannequation)的单原子理想气体,关于动力

学理论的一个众所周知的结果是τ1/λT2=2
5

(m/k2
BT3n)(在此我们不证),其中
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m 是分子质量,kB 是玻耳兹曼常数,n是数密度,故温度的倒数由下式给出

θ-1(u,q)=T-1(u)+2
5

ρ
p3Tq

·q (5.5.6)

此表达式提供了一个明确估算T 和θ之间差异的依据。
对于金属刚性导体,式(5.5.5)化为(在此我们不证)

θ-1(u,q)=T-1(u)+9
π4

m2εF

nk4
BT5q·q (5.5.7)

其中m 是电子质量,n为电子数密度,εF 是金属的费米能。既然q·q项的系数

非常小,故在许多实际情形修正项可以忽略。确实,对于 CO2,温度取300K,压
强取0.1atm,热流的量级为109W/m2,则差异T-θ是9.6×10-2K。然而在某些

情况下差异并不是很小,在核子碰撞中,T-θ约为T 的7%;在恒星表面辐射中,
差异接近3%。

5.5.3　可选择的广义温度定义

定义和测量一非平衡温度的问题已引起了一些疑问,第一个疑问就与一些

变量的本原联系在一起,而这些变量在式(5.5.4)中把熵进行微分时保持为常

数。让v和q保持固定,则得到式(5.5.2a)。如代替以另一种情况,即保持v和

(τ1/ρλT2)1
2q为常数,广义熵的导数和局域平衡熵的导数一致。的确,既然

s(u,v,q)=seq(u,v)-τv(2λT2)-1q·q (5.5.8)
那么当然有

∂s
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

u v, τ/(λT2)q
= ∂seq

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

u v
(5.5.9)

仍然有另外一种可能性保持温度梯度固定,既然式(5.5.8)对于稳定状态意味着

s=seq-τvλ
2T2 ÑT·ÑT (5.5.10)

则可导致

∂s
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

u v,ÑT
=T-1+(1+2b)(τλ/2ρcvT3)ÑT·ÑT (5.5.11)

其中b是表征τ对T 的依赖性的指数,τ≈T-b(b=0对应着麦克斯韦分子,b=
1/2对应着硬球分子)。值得辩论的是并不是所有的这些定义都是有效的:对

于平衡态热力学(∂s/∂u)v=T-1,但在微分中保持压强不变以代替保持体积不

变,(∂s/∂u)p 不等于T-1;显然(∂s/∂u)p=T-1[1-(pvα/cp)]-1,α为热膨胀系

数,cp 为定压比热。当前对于上述限制,到底是哪一个适合于定义非平衡温度

仍然是缺乏根据的。广义温度的存在对于ET来说并不是专有的,曾有很多学
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者根据实际需要定义了种种非平衡温度。

5.6　非平衡状态方程:热力学压强

在式(5.2.6)中,我们将压强张量写成P=πI+pvI+P
0

■,其中π代替了平衡

压强p,而p出现在CIT中P 的表达式里(例如式(1.1.18))。在5.2节中,我
们已暂时性地接受式(5.2.6)作为与由θ代替T 相一致的类似。下面我们将深

入地分析此假定。
定义非平衡压强比定义非平衡温度需要更精细的考虑。我们能从平衡态热

力学中回想起如果熵由广延量表达则熵是个特征函数(即,关于体系的所有可想

象的热力学信息都可由它确定)。因此,应使用vq,vpv 和vP
0

■ 作为独立变量,
而不是用流本身。的确这些变量在下述意义上具有广延性质:如果有两个体

系,体积分别为V1 和V2,两体系中都有同样的热流q流过,尽管q本身不是可

加的,变量Vq却是可加的,即,Vtotq=V1q+V2q。这样选择的结果将在定义非

平衡压强时反映出来,非平衡压强将是保持vq(而不是q)为常量时熵对体积的

导数。既然温度与v保持不变时熵的微分联系在一起,vq或q 保持不变事实上

不会影响结果,因为v是常量。
鉴于上面的考虑,非平衡压强最合适的定义是

πθ-1 = ∂s
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

v u,vq
(5.6.1)

然而,因为在理想气体中平衡压强由压强张量的迹的三分之一定义,则一个概念

性的问题出现了:既然对于理想气体,p=2ρu/3独立于流,看起来我们面临着

一个矛盾。但可以很容易证明没有问题。例如考虑一里面存在热流的理想气

体,此热流对Pv 的贡献有下列形式:P■=αqq,其中α是一唯象系数,是u和v
的函数。表达式(5.2.6)取下列形式

P=πI+αqq (5.6.2)
既然压强张量满足 TrP=3p,系数α由条件 TrP=3π+αq·q=3p 给出。此结

果表明,尽管熵对体积的导数依赖于q,但与之并不矛盾的是,张量的迹并不依

赖于流。
不失一般性,设热流沿y方向,

P=
π 0 0
0 π 0
0 0
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ø
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÷
÷
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0 0 0

(5.6.3)
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此表达式暗示着,压缩或膨胀所做的功依赖于压缩轴和热流之间的相对方向。
对于其中有热流的一理想气体体系,定义(5.6.1)可给出π/θ=p/T。的确

π
θ = ∂s

∂
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ø
÷

v u,vq
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v u
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vλT
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2 vq·vq (5.6.4)

按照动力学理论,有λ=5
2

(nkBT2/m)τ1,因此τ1/vλ独立于v,vn=1/m。因此

在式(5.6.4)右边第二项消失,则可得出

π
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v u
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T =nkB (5.6.5)

注意,如果在式(5.6.1)中是在保持q为常量时求导数,则得到不同的结果
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　　从式(5.6.3)可很容易地看出Pxx=Pzz=π<p,而Pyy=3p-2π>p,既然

对理想气体来说,压强张量的分量与速度的二阶矩有关,则有

1
2mvxvx = 1

2mvzvz = 1
2kBθ< 1

2kBT

1
2mvyvy = 1

2kB(3T-2θ) > 1
2kBT (5.6.7)

有三点值得注意:(i)平均分子动能 1
2mv2 由3

2kBT 给出,与动力学理论中

T 的定义一致;(ii)偏离平衡时,能量均分定理(energyequipartitiontheorem),
(暗示着沿不同轴的平均动能相等),不再成立:与热流垂直的方向上的平均能

量较低;(iii)32kBT 的能量被均匀地分布在沿三个轴的三个自由度上,不过还

有3
2kB(T-θ)的有序能量分布在沿热流方向的轴上。

以上的考虑提醒我们温度测量并不是无足轻重的事情。既然沿x 方向的

平均分子动能与沿y 方向的平均分子动能不再相等,那么温度计将根据与q
的方向有关的相对位置而指示不同的温度。这并不值得惊奇,因为在非平衡

时不再有能量均分,因此对不同的自由度而感到敏感的温度计将指示不同的

温度值。
另一种值得注意的情况是具有均匀温度的流体中沿x 方向有一稳定的切

变流。既然对压强的非平衡贡献关于切变率γ· 是二次的,我们必须在黏性压强

张量的表达式中取到同样的次数,即P■=-2ηV+μ22V·V。根据式(5.2.6),总
压强张量可写成
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对于牛顿流体,μ22=0,对于非牛顿流体,与μ22有关的项与正压力效应联系在一

起。在低应变率时理想气体是牛顿流体,而在高应变率下则会表现出正压力效

应。由于π=p-aγ·2,条件 TrP=3p强加了

-3aγ·2+2μ22η2γ·2 =0 (5.6.9)
上式提供了η和μ22之间的关系。根据式

S=Seq-V∫
∞

0
σsdt (5.6.10)

σs = (2ηT)-1P
0

■:P
0

■ (5.6.11)

P
0

■(t)=P
0

■(0)exp(-t/τ2) (5.6.12)
得

S=Seq-(τ2V/4ηT)P
0

■:P
0

■ (5.6.13)
其中Seq是演化过程最终的平衡态,S是过程中间的任一状态。在这里

s(u,v,P■)=seq(u,v)-τ2v
2ηT

(Pv
12)2 (5.6.14)

按照动力学理论,η=pτ2,pv=常数(内能不变时),则有

π
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v u,vP■ = p
T =nkB (5.6.15)

与式(5.6.5)类似。从θ<T,有π<p,因此在式(5.6.9)a>0从而μ22>0。故张

量P对角线上最小的项是π。
以上对温度和热力学压强作了推广,对化学势也可作类似的考虑。

5.7　评论和展望

在ET里,状态变量是由经典流体力学场变量和出现在经典流体控制方程

里的流组成,即,由额外的应力(压强)张量(总应力张量减去它的流体静力学部

分)和额外的能流(总能流减去与能量平流(advection)和机械功有关的能流)组
成。ET可被看作经典热流体力学(thermohydrodynamics)的延伸,其中考虑了

惰性效应。我们可回忆起在经典力学里,惰性是由考虑演化方程r·=■(r是粒

子的位置矢量而■是它的速度)的右边为一独立状态变量而引入的,它的行为是

由一附加的方程(牛顿运动方程)控制的。
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可能有疑问的是,为什么倾向于选择耗散流而不是内变量作为附加变量。
不错,内变量热力学已被成功地应用到许多问题上,然而从概念上来说,两种方

法间有一些差异。(i),内变量是可测量的但不可控制的,而流是既可控制又可

测量的。(ii),内变量和体系的微结构联系在一起。(iii),内变量通常和局域弛

豫联系在一起,而流和非局域效应更紧密地联系在一起。实际上,这两个角度并

不像第一眼看到时那样相反。的确,比如说在聚合物溶液里,黏性压强张量直接

与由内变量热力学引入的宏观分子构造张量(conformationtensor)联系在一

起。对于所要研究的特定问题,两理论其中的某一个可更受欢迎。例如,对于处

于稳定态的体系,黏性压力或热流的可控制特征呈现出优点,因为它允许体系可

维持在所要求的状态;当利用构造张量进行处理时这不再正确。(iv)将黏性压

强张量用作独立变量允许我们可在统一表述的水平上呈现如此不同体系(例如

理想气体、真实气体、聚合物溶液)的黏滞性质。这在内变量热力学的框架内将

是不可能的,因为单原子理想气体没有内部自由度,不由特定的内变量表征。
对于选择流而不是经典变量的梯度作为独立变量,也有几个原因。(i)流与

得到很好定义的微观算子联系在一起,并且这允许同非平衡态统计力学进行直

接的对比。(ii)在快过程中,使用流远比使用梯度方便,而对于慢或稳定态现

象,两个集合的变量使用是等价的,因为在这种条件下,前者直接同后者联系在

一起。(iii)将熵用流表达,涨落的经典理论可很简单地推广以评价熵的非经典

部分的系数。将梯度作为变量的话这将是不可能的。(iv)最后,就像从动力学

理论中知道的一样,在展开本构方程时选择梯度作为变量导致发散问题。
每一个耗散流都由一个单独的演化方程来表征。很容易令人信服的是,流

可被分解成几个独立的贡献,每一个都有自己的演化方程。
额外变量空间并不仅仅限制为耗散流,如热流、黏性压强、物质流等,为应对

一些快非平衡现象中的复杂性,再引入一些变量是必要的,例如流的流(fluxof
flux),都被考虑为补充变量。

一个重要的问题是耗散流的可测量性。热流可简单地通过测量每单位面

积、时间通过体系的边界而输运的能量而得到估算。黏性压强可从作用在每单

位面积上的正切力而得到测量。在实际当中,估算在某一时刻和空间中某一点

的这些量可能不是很容易的。然而在感兴趣的几个问题中,例如波的传播,尽管

相应的色散关系包括整个集合所有的参数,而这些参数出现在流的演化方程中,
但流在最后的方程被消除,这样在没有直接测量流的情况下,ET对这些参数的

预测可得到验证。

ET提供了热力学和动力学之间的一个联系。在ET中,流不再被考虑成纯

粹的控制参数,而是独立变量。而且,ET不仅为许多动力学模型提供了一个自
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然的框架,它还产生出原创性的结果。大部分动力学模型在 ET被提出之前没

有很好的热力学基础;一个原因是,非平衡态热力学被忽略了而相关研究只是

限于动力学范围。

ET扩大了非平衡态热力学的应用范围,可处理许多涉及到记忆、非局域和

非线性的现象。它们在技术上得到越来越多的应用;反过来,在许多非平衡情

形,它扩大了观测非经典效应的实验可能性。



哈密顿程式(Hamiltonianformulation)已经在从微观到宏观的多种水平上

得到了确定。ET也可以采取哈密顿程式进行描述。主要的原因有:(i)哈密顿

描述很简洁并有丰富的物理内容。(ii)从一般的哈密顿系统已发展起许多强有

力的求解方法并已得到了许多优美的结果,可直接拿来分析求解 ET的基本方

程。(iii)哈密顿描述其技巧有很广的适用性,即不仅限制在线性范围,而且还可

以提供除热力学第二定律以外的附加限制。发展ET的相对论“版本”的原因在

于以往的相对论性的热力学理论有两个缺陷:(i)理论预言了热信号或黏滞信

号具有无穷大的传播速度。(ii)输运方程导致了一些不希望有的不稳定性:在

平衡态时的小扰动在非常短的时间尺度上呈指数发散。这些缺陷在相对论性的

ET中都可以克服。

6.1　GENERIC程式

非平衡态热力学早期的哈密顿“版本”是以单一产生函数(generator)为基

础,基本变量的时间演化是由非耗散泊松括号加耗散括号表达的;尽管很成功,
但以后还是被所谓的 GENERIC (GeneralEquationfortheNon-Equilibrium
Reversible-IrreversibleCoupling)程式代替。下面,我们展示这种方法并讨论它

同ET的相容性。
在 GENERIC里,假定时间演化方程可由下式

dx
dt=L·δE

δx+M·δS
δx

(6.1.1)

给出,其中,x代表一组对非平衡体系进行完全描述的独立变量,E 和S 分别为
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用x 表示的总能量和熵,L和 M 是线性泛函算子(operator),分别表达可逆和不

可逆的运动学。点“.”表示矢量与矩阵相乘,δ/δx 代表沃太拉导数(Volterra
derivative),在不考虑非局域效应时约化为通常的偏导数。式(6.1.1)右边第一

项是纯粹哈密顿的并代表对x的时间演化方程的可逆贡献,而第二项对应着不

可逆贡献。
方程(6.1.1)由下列退化要求进行补充

L·δS
δx=0　(a),　M·δE

δx =0　(b) (6.1.2)

第一个条件表示δS/δx在L的无效空间并且熵的泛函形式对动力学的可逆部

分没有贡献,第二个条件表示总能量不受动力学的不可逆贡献影响。
更进一步,将矩阵L和 M 同下列括号联系在一起

{A,B}= δA
δx

,L·δB
δx

,　[A,B]= δA
δx

,M·δB
δx

(6.1.3)

其中,尖括号〈,〉是标量积的记号。大括号{,}代表经典力学的泊松括号,而方括

号[,]用来描述耗散行为。
由这些括号和链规则,对于任意函数A(x)的演化方程,式(6.1.1)产生以下

形式

dA
dt = {A,E}+[A,S] (6.1.4)

关于L和 M 的更多的条件可从括号的下列性质得到

　{A,B}=-{B,A}　(反对称) (6.1.5a)

　{A,{B,C}}+{B,{C,A}}+{C,{A,B}}=0　(雅各比恒等式)　　 (6.1.5b)
在经典力学中它们是泊松括号的众所周知的性质。值得注意,雅各比恒等式

(Jacobiidentity)保证了括号{A,B}在可逆演化中是保持着的,确实,在式(6.1.4)
中以{A,B}代替A 有

d{A,B}
dt = {{A,B},E} (6.1.6)

但我们当然也有

d{A,B}
dt = dA

dt
,{ }B + A,dB

d{ }t = {{A,E},B}+{A,{B,E}}　(6.1.7)

式(6.1.6)和式(6.1.7)右边相等即为雅各比恒等式。
由式(6.1.5a)可知L是反对称的:

L(x)=-LT(x) (6.1.8)

M 的性质可由对称性条件

[A,B]= [B,A] (6.1.9)
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和非负性条件

[A,A]≥0 (6.1.10)
导出。这暗示着 M 是对称的(假定所有的变量x具有同样的时间反转不变性)
并且是正定的:

M(x)= MT(x) (6.1.11a)

y·M(x)·y≥0　 对所有的y (6.1.11b)
这种非负性同退化要求(6.1.2a),保证了dS/dt≥0,而对称性质(6.1.11a)直接

与昂色格倒易关系联系在一起。只有对那些具有同样的不变性的变量,M 的对

称性才是有效的,要不然,M 应包括非对称部分才与昂色格-卡西米尔理论

一致。

GENERIC可看作是金兹堡-朗道方程(Ginzburg-Landauequation)的一个

延伸,而后者描述趋向平衡的演化并由下式给出

dx
dt=-M·δϕ

δx
(6.1.12)

其中,M 是正定、线性算子,ϕ是给定的势。对 GENERIC的兴趣在于它的紧凑、
抽象和一般的框架,演化方程(6.1.1)的细节当然依赖于对两产生函数E 和S
以及两矩阵L和 M 的特定的选择,式(6.1.5a)、(6.1.8)和(6.1.11a,b)对L和

M 施加约束。

GENERIC相对于早期的括号程式最主要的革新是,使用两不同的产生函

数E 和S 来代替单一产生函数,这使理论适应性更强并且强调了由热力学势E
和S 扮演的中心角色。矩阵L由在空间变换下变量x的行为决定,而动力学的

实在信息(materialinformation)在摩擦矩阵 M 里面,这些信息与输运系数联系

在一起。
从性质{A,A}=0和[A,A]≥0以及退化条件(6.1.2),可看出

dE
dt =0,　dS

dt ≥0 (6.1.13)

现在给定变量E 和N(粒子总数),让我们来决定它们的平衡态值是如何由x表

达的。既然L和M 是退化的,则除了约束(6.1.2),我们有 L·∂N/∂x=M·

∂N/∂x=0。性质(6.1.13)暗示着平衡态解xeq(是当t趋于无穷时方程(6.1.1)
的与时间无关的解)是在约束E=常数和N=常数下使S取最大值的解。为显

示之,我们引入势

Φ(x,T,μ)=-S(x)+1
TE(x)-μ

TN(x) (6.1.14)

其中,T-1和-μT-1扮演拉格朗日乘子的角色,T 和μ 分别为温度和化学势。在
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以上约束之下使S最大的态xeq是

δΦ
δx =0 (6.1.15)

的一个解。的确,退化条件允许将式(6.1.1)表达成以下形式

dx
dt=TL·∂Φ

∂x-M·∂Φ
∂x

(6.1.16)

可很清楚地看出,(6.1.15)的解xeq是式(6.1.16)的与时间无关的解,因此也就

是GENERIC方程(6.1.1)的解。应用欧拉关系(Euler’srelation),则在平衡时

估算的势(6.1.14)由下式给出

Φ(xeq(T,μ),T,μ)=-pV
T

(6.1.17)

其中,V 是总体积,p是压强。

6.2　可逆和不可逆运动学

在本节中,我们将把注意力集中到关于 GENERIC结构的一个特定的实现

上,也就是明确x,E(x),S(x),L(x)和 M(x)的表示,对它们来说,如果式(6.1.1)
适当地线性化将与ET的控制方程(governingequation)等价。在本节中,我们

还将更细致地讨论算子L(x)和 M(x)的物理含义及一些数学概念。

6.2.1　状态变量x和可逆运动学L(x)

既然我们想比较 GENERIC和 ET,我们就选择与 ET 中的变量相同的变

量。为明白起见,让我们首先考虑经典流体力学并且明确态变量x是如何选择

的以及L(x)是如何决定的。在这种情形,流体的可逆运动可看作连续群的变换

R3→R3。质量密度和熵场借助于这种运动可被允许简单地以平流输送。既然

构造满足退化要求L(x)·∂S/∂x=0的L(x)更容易,那么选择熵场而不是能量

场更有用。
为了找到L的表示,让我们引入如下的泊松括号

{A,B}=∫dVuγ(∂α(Auγ
)buα -∂α(buγ

)Auα
) (6.2.1)

在上式中,A 和B =∫bd( )V 表示动量u(r)[=ρ■(r)]的泛函,r是位矢,∂α:=

∂/∂α及Auγ
:=δA/δuγ(r),其中δ/δuγ(r)是沃太拉泛函导数,并且这里采用了对

重复下标求和的惯例。可验证满足条件(6.1.5)和(6.1.6),故上式是一泊松括

号。按照式(6.1.3),通过将{A,B}重新写为
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{A,B}=∫dVAuαLαβ(u)buβ
(6.2.2)

则泊松算子L可由式(6.1.1)得到。

6.2.1.1　欧拉流体动力学

如果除了动量场u,我们再引入质量密度场ρ(r→)和熵场s(r→)作为变量,则
可将泊松括号(6.2.1)推广为

{A,B}=∫dV[uγ(∂α(Auγ
)buα -∂α(buγ

)Auα
)

+ρ(∂α(Aρ)buα -∂α(bρ)Auα
)

+s(∂α(As)buα -∂α(bs)Auα
)] (6.2.3)

可逆(欧拉)流体动力学方程(hydrodynamicequation)可很容易地从上式得到

(也就是从式(6.1.1)得到,忽略掉右边最后一项)。的确,让我们从式(6.1.4)开
始,它约化为

dA
dt = {A,E} (6.2.4)

并且要求对所有的泛函都成立。注意式(6.2.4)的左边可写成如下形式

dA
dt =∫dV Aρ

∂ρ
∂t+Auα

∂uα

∂t +As
∂s
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

t
(6.2.5)

通过将式(6.2.3)中的B 换为E,式(6.2.4)的右边可重新写为(进行分部积分

并且假定计算中出现的沿边界的积分等于零)

{A,E}=∫dV{Aρ[-∂α(ρeuα
)]+Auα

[-∂γ(uαeuγ
)-ρ∂αeρ

-s∂αes-uγ∂αeuγ
]+As[-∂α(seuα

)]} (6.2.6)
满足以上要求的边界条件可以这样实现:要么在无穷区域当|r|→∞时场充分

快地趋于零,要么在有界区域具有周期性边界条件。在两种情况下,都是将分析

限制在无外力体系(因为边界条件代表外界影响)。
如果要求式(6.2.4)对所有的A 都成立,则我们必须有

∂ρ
∂t=-∂γ(ρeuγ

)

∂uα

∂t =-∂γ(uαeuγ
)-ρ∂αeρ-s∂αes-uγ∂αeuγ

∂s
∂t=-∂γ(seuγ

) (6.2.7)

可以很容易看出,由于S=∫drs(r)和L·δN/δx=0,则L·δS/δx=0。

函数E 在物理上代表总能量,选择
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E=∫dVe(ρ,s,u;r)=∫dV(u2/2ρ+ε(ρ,s;r)) (6.2.8)

其中ε是每单位体积的内能,则
euγ =ρ-1uγ (6.2.9)

是速度并且

-ρ∂αeρ-s∂αes-uγ∂αeuγ =-∂αp
其中

p(r)=-e(r)+ρ(r)eρ(r)+s(r)es(r)+uγ(r)euγ(r) (6.2.10)
是局域压强。现在我们可以看到式(6.2.7)取熟悉的欧拉方程(Eulerequation)
的形式

∂ρ
∂t=-∂γ(uγ)

∂uα

∂t =-∂γ
uαuγæ

è
ç

ö

ø
÷

ρ
-∂αp

∂s
∂t=-∂γ

suγæ

è
ç

ö

ø
÷

ρ
(6.2.11)

可以验证,关于ρ,u和ε的演化方程的泊松算子可由下式给出

L(r)=-
0 Ñρ 0

ρÑ (Ñu+uÑ)T εÑ+ Ñp
0 Ñε+p Ñ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0

(6.2.12)

而

δe
δx=

∂
∂ρ
∂
∂u
∂
∂

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ε

e(ρ,u,ε)=
-(1/2)v2

■
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1

(6.2.13)

值得注意,通常的局域平衡关系(6.2.10)已作为一个结果出现。我们可期待,在
广延状态空间中,采用同样的方式可得到通常的局域平衡关系的延伸。

6.2.1.2　广延热力学

现在通过遵从 GENERIC方法我们可以提出一ET类型的延伸。首先我们

建议引进一对称张量场p(r)作为一新的状态变量(它同压强张量的关系以后将

清楚)。为考虑这新的贡献,泊松括号(6.2.3)必须由附加的项补充,即由

∫dV{pγβ[∂α(Apγβ
)buα -∂α(bpγβ

)Auα
]

-pαβ[Apγβ∂α(buγ
)-bpγβ∂α(Auγ

)]
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-pαβ[Apγα∂β(buγ
)-bpγα∂β(Auγ

)]} (6.2.14)
由泊松括号式(6.2.3)和式(6.2.14),并且使用从式(6.2.3)到式(6.2.7)的同类

型计算,欧拉流体动力学方程将由下面的式子代替

∂ρ
∂t=-∂γ(ρeuγ

) (6.2.15a)

∂uα

∂t =-∂γ(uαeuγ
)-∂αp-∂γPαγ (6.2.15b)

∂pαβ

∂t =-∂γ(pαβeuγ
)-pγβ∂γ(euα

)-pαγ∂γ(euβ
) (6.2.15c)

∂s
∂t=-∂γ(seuγ

) (6.2.15d)

其中

p=-e+ρeρ+ses+uγeuγ +pαβepαβ
(6.2.16)

通常的压强张量Pαγ与pαβ的关系

Pαβ =2pαγepγβ
(6.2.17)

表达式(6.2.16)是局域平衡关系(6.2.10)的一个延伸,而式(6.2.17)代表了压

强张量P 与 作 为 附 加 状 态 变 量 引 入 的 张 量p 之 间 的 关 系。我 们 将 显 示

式(6.2.15a~d)同适当的不可逆贡献一起经过线性化确实约化为 ET 的相应

方程。
最后一步将是引入能流作为附加状态变量。我们可以遵从先前用来处理

p(r)的同样步骤,即,引入一矢量场并允许它可由流简单地输送,但这样做将会

涉及动力学“力学”部分的更多细节。这将对压强张量和静水压产生修改了的表

达式;然而很重要的,主管熵场时间演化的式(6.2.15d)将保持不变。但是,从
物理的角度来看,正是动力学的“热或熵”的部分才是我们想通过将能流作为独

立状态变量而将其重视起来。
首先我们考虑无材料流时的热传输。在经典热力学中,热流是唯一的不可

逆性的根源(即,给出正的熵产生)。但在这里我们将采纳一个不同的观点。不

妨回想起微观情形,将原子的快速振动抽象为声子气。我们同样将这种运动看

作材料运动;但质量密度ρ(r)现在由熵密度s(r)代替,动量场u(r)由另一动量

场w(r)代替。表达s(r)和w(r)运动学的泊松括号因此为(参见式(6.2.1)和
式(6.2.3))

{A,B}=∫dV{wγ[∂α(Awγ
)bwα -∂α(bwγ

)Awα
]

+s[∂α(As)bwα -∂α(bs)Awα
]} (6.2.18)

　　如果我们现在既考虑质量流又考虑热流,我们就要求质量由动量流u输送,
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并且动量是质量动量u和动量w 之和。我们作变换(u,w)→(u′,w′),其中u′=
u+w。在这种变换下,泊松括号(6.2.3)、(6.2.14)(没有式(6.2.3)右边最后一

项)和式(6.2.18)变换成另一个泊松括号

{A,B}=∫dV{uγ[∂α(Auγ
)buα -∂α(buγ

)Auα
]

+ρ[∂α(Aρ)buα -∂α(bρ)Auα
]+pγβ[∂α(Apγβ

)buα -∂α(bpγβ
)Auα

]

-pαβ[Apγβ∂α(buγ
)-bpγβ∂α(Auγ

)]-pαβ[Apγα∂β(buγ
)-bpαγ∂β(Auγ

)]

+s[∂α(As)buα -∂α(bs)Auα
]+s[∂α(As)bwα -∂α(bs)Awα

]

+wγ[∂α(Auγ
)bwα -∂α(buγ

)Awα
]+wγ[∂α(Awγ

)buα -∂α(bwγ
)Auα

]

+wγ[∂α(Awγ
)bwα -∂α(bwγ

)Awα
]} (6.2.19)

通过重复引导式(6.2.3)到式(6.2.7)的同类型计算,相应的可逆的时间演化方

程如下

∂ρ
∂t=-∂γ(ρeuγ

) (6.2.20a)

∂uα

∂t =-∂γ(uαeuγ
)-∂αp-∂γPαγ (6.2.20b)

∂pαβ

∂t =-∂γ(pαβeuγ
)-pγβ∂γ(euα

)-pγα∂γ(euβ
) (6.2.20c)

∂s
∂t=-∂γ(seuγ

)-∂γ(sewγ
) (6.2.20d)

∂wα

∂t =-∂γ(wαeuγ
)-∂γ(wαewγ

)-s∂α(es)-wγ∂α(euγ
)-wγ∂α(ewγ

)

(6.2.20e)
其中

e=ε+u2
γ

ρ
+w2

γ

ρ
(6.2.21)

p=-e+ρeρ+ses+uγeuγ +wγewγ +pαβepαβ
(6.2.22)

Pαβ =2pβγepγα +wαewβ
(6.2.23)

如果我们将总能量的时间导数表达如下

∂e
∂t=eρ

∂ρ
∂t+euα

∂uα

∂t +es
∂s
∂t+ewγ

∂wγ

∂t +epαβ

∂pαβ

∂t
我们从式(6.2.20)~(6.2.22)得到能量平衡定律

∂e
∂t=-∂γ(eeuγ +peuγ +Pγβeuβ +qγ) (6.2.24)

其中qγ 定义为
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qγ = (ses+wαewα
)ewγ

(6.2.25)
表达式(6.2.23)和式(6.2.25)给出了状态变量p,w以及ET场(P,q)之间的关

系(P是可逆的压强张量,q是额外的可逆能流),并且我们还可从式(6.2.20d)
看出能流是sew。应该强调,这些额外的流是作为本节中描述的哈密顿程式的一

个直接结果而出现的。写出 GENERIC形式的演化方程的代价是ET中通常的

变量被它们的一些结合代替,分别见关于 Pαβ 和qγ 的关系式 (6.2.23)和

式(6.2.25)。此外,新的 GENERIC变量pαβ和wγ 物理意义并不是不言自明的。
另外在GENERIC里,在可逆和不可逆过程间的分布并不总是清晰的,并且

不同于ET。一般是承认可逆和不可逆的贡献就是由算子L和 M 所分别产生的

那些。

6.2.2　不可逆运动学 M(x)

在前面我们已确定了式(6.1.1)右边第一项;剩下来就是要确定涉及算子

M(x)的第二项。得到 M(x)的步骤如下所述。
首先回想一下,我们不得不满足退化要求,它们表达了总能量守恒和总粒子

数守恒,即,M·δE/δx=0和 M·δN/δx=0。从 GENERIC的角度,我们期望

只有额外的场p和w 将会耗散,这意味着不可逆贡献将仅仅出现在它们的演化

方程里。其余的状态变量将仅仅间接地通过它们对p 和w 的时间演化依赖而

耗散。接下来,我们假定p 和w 偏离各自的平衡值不太远,即意味着δs/δp 和

δs/δw是小量。解释不可逆时间演化最简单的方式是将Λαβδs/δwβ 加到w 的时

间演化方程的右边并将λαβγδδs/δpγδ+λ
~(δs/δpγγ)δαβ加到p 的演化方程的右边。

我们要求λ
~,λ和Λ 是正定的,这是为了保证 M 是非负的。所导致的(ρ,u,s,p,

w)的时间演化方程分别为

∂ρ
∂t=-∂γ(ρeuγ

) (6.2.26a)

∂uα

∂t =-∂γ(uαeuγ
)-∂αp-∂γPαγ (6.2.26b)

∂s
∂t=-∂γ(seuγ

)-∂γ(sewγ
)+σs (6.2.26c)

∂pαβ

∂t =-∂γ(pαβeuγ
)-pγβ∂γ(euα

)-pγα∂γ(euβ
)

-esλαβγδepγδ -esλαβγδepγδ -esλ
~

epγγδαβ

(6.2.26d)

∂wα

∂t =-∂γ(wαeuγ
)-∂γ(wαewγ

)-s∂α(es)

-wγ∂α(euγ
)-wγ∂α(ewγ

)-esΛαβewβ

(6.2.26e)
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注意在式(6.2.26c)中为使熵产生率的通常记号σs 与这里的导数不致混淆起

见,已将下标移为上标。p和Pαβ由式(6.2.22)和式(6.2.23)分别给出,而熵产

生σs 由下式给出

σs =epαβλαβγδepγδ +ewαΛαβewβ +epγγλ
~

epγγ
(6.2.27)

应有σs≥0,能量的时间演化方程保持不变仍由式(6.2.24)控制。
对δe/δp和δe/δw中的线性项的限制可以通过引进耗散势Ψ 的概念而得

到消除。如果Ψ 是δe/δp和δe/δw的函数且满足以下性质:Ψ(0,0)=0,在(0,

0)处Ψ 达到最小值,在(0,0)附近Ψ 是凹函数,则我们说Ψ 是耗散势。将附加

项-es(δΨ/δpαβ)和-es(δΨ/δwα)分别加到式(6.2.26d)和式(6.2.26e)的右边

(代替 如 下 项 -esλαβγδepγδ
,-esλ

~

epγγδαβ 和 -esΛαβewβ
),我 们 仍 旧 得 到 具 有

GENERIC结构的方程。注意在式(6.2.26)中作的选择对应着如下耗散势

Ψ = 1
2∫dVepαβλαβγδepγδ +1

2∫dVewαΛαβewβ +1
2∫dVepγγλ

~

epγγ

　　最后,我们简要说明在新状态变量(p,w)和压强张量P,热流q和额外熵流

J(s)之间的关系(见式(6.2.23),式(6.2.25)和式(6.2.26c))

Pαβ =2pγβepγα +wαewβ
(6.2.28a)

qα = (ses+wγewγ
)ewα

(6.2.28b)

J(s)
α =sewα

(6.2.28c)
注意对于给定的能量e,我们总是能从(p,w)转向(P,q,J(s))。这也当然意味着

三个量P,q和J(s)中只有两个是独立的。反过来则没有保证。可以说,以(P,q,

J(s))为基础的程式比以(p,w)为基础的程式更“宏观”一些,因为后者的宏观意

义还不是很清楚。看起来,p和w 与微观量更直接地联系在一起。的确,在某些

情形p已经被确定为聚合物溶液的一般构造张量,是比P 更接近微观解释的

量。在线性近似中,使用p还是P 没有实质性的不同,但在非线性处理中,不同

的微观构形(暗示着不同的p)能产生同样的宏观P。在实际当中,我们期待

式(6.2.28)反常地一对一。

6.3　ET的控制方程

现在我们回到ET。在选择了状态变量后,下一步将是主管它们时间演化

的方程的表述。回想一下在ET中选择的状态变量是(ρ(r),u(r),s(r),P(r),

q(r)),其中ρ,u和s是标准的流体动力学场,P 是黏性压强张量,q是热流。在

GENERIC里运作,控制方程必须遵照与守恒定律dE/dt=0和dN/dt=0及耗
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散定律dS/dt>0相洽的要求。对能量e、熵s和熵产生σs 的一个可能的选择是

e(ρ,u,s,P,q)=e0(ρ,u,s)+e1(P,q) (6.3.1)

s(ρ,u,s,P,q)=s0(ρ,u,s)+s1(P,q) (6.3.2)

σs(ρ,u,s,P,q)=σs
1(P,q) (6.3.3)

其中e1,s1 和σs
1 是P,q的二次函数,同时σs≥0。

在前面,我们已经表述了带有GENERIC结构的时间演化方程,但我们没有

对选择e,s和σs 加以限制。我们现在展示,通过选择表达式(6.3.1)~(6.3.3),
可重新得到ET的控制方程。

让自由能Φ式(6.1.14)以如下方式被选择:平衡态(也就是式(6.1.15)的
解)是(ρ

(eq),u(eq),p(eq),w(eq)),其中

p(eq)
αβ =p(0)δαβ,　w(eq)

α =0 (6.3.4)

p(0)是一常数。引入

pαβ =p(eq)
αβ +παβ (6.3.5)

wα =w(eq)
α +vα (6.3.6)

假定Φ是παβ和vα 的二次函数,有

Φpαβ =aπαβ,　Φwα =bvα (6.3.7)
其中a和b是常数。如果我们将式(6.3.5)、(6.3.6)代入式(6.2.28),限制在与

π和■成线性的项,并且在(6.2.28)中以TΦpαβ
和TΦwα

代替epαβ
和ewα

(T 是平衡

温度),使用式(6.3.6)和式(6.3.7)后得到

Pαβ =2Tp(0)aπαβ (6.3.8)

qα =Tbsθvα (6.3.9)

J(s)
α =Tbsvα (6.3.10)

其中es=θ是非平衡温度。注意式(6.3.8)、(6.3.39)代表了(P,q)和(π,■)之
间的一对一关系。而且,比较式(6.3.9)和式(6.3.10),可认识到熵流和能流之

间熟悉的关系J(s)
α =qαθ-1。

现在我们将注意力投向演化方程(6.2.26)。如果限制在P 和q 的线性项,
头三个方程是标准的流体动力学方程

∂ρ
∂t=-∂γ(ρeuγ

) (6.3.11a)

∂uα

∂t =-∂γ(uαeuγ
)-∂αp-∂γPαγ (6.3.11b)

∂s
∂t=-∂γ(seuγ

)-∂γ(qγθ-1)+σs (6.3.11c)

带有一修正了的局域平衡关系。代替局域平衡关系式(6.2.10)我们有
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p=-e+ρeρ+ses+uγeuγ +1
2Pγγ (6.3.12)

经典的压强定义的修正联系着非平衡压强π(第3章引入的)。有趣的是,注意

到哈密顿程式为修正的压强给出了明确的表达式。这个特征概述了后者表述同

连在一起的广延热力学(远离局域平衡的方法)的有用性。
主管P和q时间演化的方程可很容易地从式(6.2.26d,e)和式(6.3.4)、

式(6.3.7)得到;经线性处理可发现

∂Pαβ

∂t =-2T(p(0))2a(δαβ∂γ(euγ
)+∂β(euα

)+∂α(euβ
))

　　　-aθλαβγδPγδ -aθλ
~

Pγγδαβ (6.3.13)

∂qα

∂t =-θTbs2∂αθ-θbΛαβqβ (6.3.14)

　　 在适当地定义热传导、黏性和弛豫时间的条件下,表达式 (6.3.13)、
式(6.3.14)与在ET的框架里定义的基本方程(5.4.12)和(5.4.14)是相似的。
因此可以说ET分享了一些性质,对于拥有哈密顿结构是必要的。另外观察到

在式(6.3.13)、式(6.3.14)里缺席Ñ·P 和Ñq,为在哈密顿处理中得到它们,则
承认势Φ(或s)不仅是基本变量集合ρ,u,s,p,w的函数而且还是它们对空间坐

标的导数的函数是必要的。

6.4　相对论程式理论

在这一节,我们主要总结ET的相对论程式的主要特征。与经典的、相对论

性的不可逆热力学不同的是,我们这里假定耗散流是独立变量。一般的表述平

行于经典的、非相对论性的理论。在相对论中,基本变量是四维流矢量Jμ 和二

阶的、对称的能量-动量张量Tμν。对于一个相对于粒子平均运动静止的局部观

察者,Jμ 和Tμν与四维速度矢量uμ、热流矢量qμ、比内能ε和压强张量Pμν通过下

式联系

Jμ =ρuμ (6.4.1a)

Tμν =ρεuμuν+2c-1q(μuν)+Pμν (6.4.1b)
希腊字母上标或下标从1至4,c是真空中光速,ρ是质量密度,uμ 是无量纲的流

体动力学速度满足uμuμ=-1;在与观察者一同运动的坐标系里,uμ 约化为通

常的速度。包围一些指标的括号表示对称化。qμ 和Pμν都是空间类型的

qμ =Δμ
νqν,　Pμν =Δμ

ρΔν
σPρσ

即它们服从qμuμ=uμPμν=Pμνuν=0,其中Δμν是对称空间投影算子Δμν=gμν+
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uμuν,gμν是时空度量(或称“度规”)张量。压强张量可分解成

Pμν =pΔμν +ΠΔμν +Πμν

p和Π 分别是平衡压强和体黏性压强,Πμν是无迹的黏性压强张量。这里代替前

面通用的pv 和P
0

■,是考虑到文献的习惯。
式(6.4.1b)所示的分解不是唯一的。另一种不同的分解可由沿热流方向

漫漫飘移的观察者进行设计,在漂移的同时以这样方式调节速度:粒子的相对

于观察者标架的质-能反向流恰好能消除热流。结果,在观察者的标架里热流

消失。这里我们选择与式(6.4.1)一致的方案。尽管对这两种描述来说逆变场

Jμ 和Tμν是不同的,但两种描述差不多等价。
守恒方程为

Jμ;μ =0 (6.4.2)

(或等价地ρv
·=uμ;μ)和

Tμν;ν =0 (6.4.3)
其中分号代表协变导数。式(6.4.3)的时间和空间部分分别代表着能量守恒和

动量守恒。它们可明确地写为

ρ(ε·+pv·)=-1
c

[qμ;μ +qμu·μ]-[ΠΔμν +Πμν]u(μ;ν) (6.4.4)

和

ρεu·λ+1
c

[q·λ-uλqμu
·μ +qλuν

;ν+uλ
;νqν]+Δλ

μPμν;ν =0 (6.4.5)

其中字母上面的点代表沿四维速度的微分,即A
·
ν=uμAν

;μ。
为决定流的演化方程,按照ET的精神我们假定,非平衡熵流矢量Sμ 依赖

于整个集合的变量。取到流的二次项,有

Sμ =(seq-vα1T-1qνqν-vα0T-1′Π2-vα2T-1ΠλνΠλν)uμ

+ 1
cTq

μ +β0Πqμ +β2Πλμqλ (6.4.6)

标准形式的熵平衡方程为

Sμ;μ =σs ≥0 (6.4.7)
考虑到

s·eq =T-1ε·+T-1pv· (6.4.8)
并使用式(6.4.4),Sμ 的四维散度可从式(6.4.6)计算。忽略掉对状态方程的二

次项贡献,可写出双线性形式的熵产生

σs =T-1(qμX1
μ +ΠX0+ΠμνX2

μν) (6.4.9)
其中
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X1
μ =Δν

μ[-(cT)-1(T;ν+Tu·;ν)-2α1q·ν+Tβ0Π;ν+Tβ2Πλ
ν;λ]

X0 =-uμ;μ -2α0Π
·
+Tβ0qμ;μ

和

X2
μν =Δλ

(μΔρ
ν)[u(λ;ρ)-2α2Π

·
λρ +Tβ2q(λ;ρ)]

这里,分号意味着求偏导数,β0 和β2 假定为常数;这与非相对论性描述中忽略

掉非线性项的近似是相洽的。
类似第5章的处理,我们可使X1

μ,X0 和X2
μν分别与qμ,Π和Πμν成正比,比例

系数为正值以确保熵产生的正定性。作为一个结果,流的演化方程为

τ1q·μ =-qμ -λTΔν
μ[(cT)-1T,ν+Tu·ν+Tβ0Π,ν+Tβ2Πλ

ν;λ](6.4.10)

τ0Π
·
=-Π-ζuμ;μ -Tβ0ζqμ;μ (6.4.11)

τ2Π
·
μν = 〈-Πμν -2η(uλ;ρ+Tβ2qλ;ρ)〉 (6.4.12)

其中尖括号意味着相应张量的对称、无迹空间部分。还有,式(6.4.10)和

式(6.4.12)必须理解为相应物理量的投影部分。这些方程推广了非相对论性的

式(5.4.14)、(5.4.16)。但要注意,在经典极限,热流方程并不恰好约化为经典

傅里叶定律,而是多出一个依赖于加速度u·μ 的附加项,这与热惯性有关,加速运

动的物体内就算没有温度梯度也会有热流存在。

6.5　特征速度

这里介绍一个相关计算,即计算与式(6.4.10)、(6.4.12)联结在一起的特征

速度,以确定它们的值是否保持有限。为此,我们使用线性方程(6.4.10)、
(6.4.12)。这九个方程再加上五个守恒定律(6.4.2)、(6.2.3),为14个未知量

提供了14个方程。
全部一阶的、准线性的方程可由下面简化的形式来表达

aABμ(α,β,uν)∂μyB =DA(y)　(A,B=1,…,14) (6.5.1)
右边包含所有的碰撞项,系数aABμ是纯热力学函数。波前的速度由条件

det[aABμ(∂μϕ)]=0 (6.5.2)

决定,其中ϕ(xμ)=常数是式(6.5.1)的特征表面,也就是说穿过一个三维的空

间,变量yA 是连续的,但它们的一阶导数可允许展示与表面正交的不连续性

[∂μyA],即[∂μyA]=YA(∂μϕ)。特征速度独立于碰撞的细节。
为求解特征方程(6.5.2),考虑一坐标系(x1,x2,x3,x4),它是这样选择的:

在流体中任一点参考系是正交的和与流体一起运动的,那么则有
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gμν∂μ∂ν =-(∂1)2+(∂2)2+(∂3)2+(∂4)2,　uμ∂μ =∂1 (6.5.3)

并且假定ϕ仅是(x1,x2)的函数。在此坐标系中,特征方程约化为

det[v′aAB1-aAB2]=0 (6.5.4)
其中v′是特征速度,定义为v′=-(∂1ϕ)/(∂2ϕ)。如果使用下列14个微扰变量:

yB=(Tδθ,T-1δT,δΠ,δu2,δq2,δΠ22,δu3,δq3,δΠ32,δu4,δq4,δΠ42,δΠ33,-δΠ44,

δΠ34)其中θ=(ρT)-1(ε+p)-s(我们不作证明),则特征矩阵的形式还可进一步

简化。如此选择变量且经过冗长的计算,则特征矩阵可写为

v′a1-a2 =

Q 0 0 0
0 R 0 0
0 0 R 0
0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

S

(6.5.5)

其中矩阵块Q,R和S 分别为

Q=

v′
T

∂ρ
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

θ T

v′
T

∂ρ
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

T θ
0 -ρ 0 0

v′
T

∂ε
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

θ T

v′
T

∂ε
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

T θ
0 -(ε+p) -1 0

0 0 -α0v′ -1 -β0 0
-ρ -(ε+p) -1 -(ε+p)v′ -v′ -1
0 -1 -β0 -v′ -α1v′ -β2

0 0 0 -1 -β2
3
2α2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷v′

R =
v′(ε+p) v′ -1

v′ α1v′ β2

-1 β2 2α2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

v′

(6.5.6)

S=
2α2v′ 0

0 α2

æ

è
ç

ö

ø
÷

v′
　　总的行列式可约化为

det[v′a1-a2]= (detQ)(detR)2(detS) (6.5.7)
特征方程(6.5.2)的根是令每个矩阵块的行列式为零而得到的根然后取综合而

得到。主要的结果总结如下:(i)R的行列式由下式给出

detR=v′{2α2[(ε+p)α1-1]v′2-[(ε+p)β2
2+2β2+α1]} (6.5.8)

产生出一个零特征速度和两个非零特征速度

v′2
t=

(ε+p)β2
2+2β2+α1

2α2[α1(ε+p)-1] (6.5.9)
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这些速度是横向速度(transversevelocity),因为它们和(δq3,δΠ32,δu3)与(δq4,

δΠ42,δu4)有关,而后者作为微扰变量的分量与特征表面是相切的,因此相对于

传播方向来说是横向的。
(ii)与变量(Tδθ,T-1δT,δΠ,δu2,δq2,δΠ2)有关的矩阵Q其行列式为

detQ= 3
2v′2(Av′4+Bv′2+C) ∂ρ

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ T

∂ε
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

T θ
- ∂ρ

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

T θ

∂ε
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

θ[ ]
T

　　(6.5.10)

并且

A =α0α2[α1(ε+p)-1],　B=-(ε+p)D-α1E-2F,

C= (DE-F2)(α0α2)-1,　D =α0α2
β2

0

α0
+2β2

2

3α2
+ 1
ρT2

∂T
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

s[ ]
n

,

E=α0α2
1
α0

+ 2
3α2

+(ε+p) ∂p
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

ε[ ]
s

,　F=α0α2
β0

α0
+2β2

3α2
-ρ

T
∂T
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

ρ[ ]
s

经检验可知,Q有两零特征速度和四个非零特征速度,后者是

Av′4
l +Bv′2

l +C=0 (6.5.11)
的根并对应着纵向速度(longitudinalvelocity),第一对根对应着声传播,第二对

根对应着温度波或二次声波。(iii)对应于变量(δΠ33,-δΠ44,δΠ34)的矩阵S其

行列式为

detS=2(α2v′)2 (6.5.12)
两特征速度为零。



ET不仅可作为 CIT的延伸,也可沿 RT的主线进行表述———在这种情况

下可称之为理性广延热力学(rationalextendedthermodynamics,RET)。从

CIT和RT两种不同的角度考虑 ET是很有趣的,因为除了它们原始表述不同

以外,这提供了进行比较的共同背景。尽管我们在这里借用RT的概念和方法,
但在其他方面与RT是不一样的。基本上来说,独立变量的选取就不一样:在

RT中所选取的变量是经典状态变量u,v,…的历史,而在RET中独立变量空间

扩大到不再需要历史;因此,体系的反应是由附加独立变量的演化微分方程描

述,而不是由RT中的本构泛函来描述。可以说,在这里RT是作为一种工作方

法而不是一个理论在发挥着作用。除此之外,在本章中我们还将极为简要地介

绍其他的一些重要的非平衡态热力学分支。

7.1　理性广延热力学

7.1.1　热传导

　　为举例说明RET的方法,让我们再回到静止各向同性刚性体系中的热传

导问题。相关的变量是内能u和热流q,u的时间演化由能量平衡方程(5.1.2)
控制,而q的演化方程可写成一般形式

ρq
·=- Ñ·Q+σq (7.1.1)

上式右边第一项表示同外部环境的交换,Q表示热流之流,而σq 为源项。Q 是二

阶张量,σq 是矢量。当前这些量是未知的必须由本构方程来表述

Q=Q(u,q) (7.1.2)
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σq =σq(u,q) (7.1.3)
将式(7.1.2)和式(7.1.3)代入式(7.1.1)后,我们得到关于未知变量u和q的四

个标量方程。
演化方程(5.1.2)及(7.1.1)和本构方程(7.1.2)和(7.1.3)不能取任意的形

式,它们必须服从热力学定律,特别是第二定律。为满足后一个条件,假定对于

所有的变量存在一规则的连续函数,称作非平衡熵s,满足平衡方程

ρs
·+ Ñ·Js =σs ≥0 (7.1.4)

其中Js 是熵流,而σs 是熵产生(取正值),能够由上式左边的“操作”而计算出来。
同RT一样,σs 的正值性被用来对场方程施加约束。

让我们强调一下RET和RT之间的一些主要的不同。(i)在后一个理论中

热流q是由本构关系给出的,然而在 RET 中它是在独立变量中计算出来的。
(ii)能量平衡定律不被看成能量提供的唯一定律;在RET中这个量是预先给出

的。(iii)热力学第二定律不被写成克劳修斯-杜亥姆不等式的形式,这是由于没

有采用下述约定:熵流优先由热流除以温度得到。实际上可包含额外的项。
(iv)假定熵依赖于热流。

为考虑由热力学第二定律加在本构方程上的约束,我们采用拉格朗日乘子

法。可观察到,不等式(7.1.4)并不是对所有的u和q 都成立,仅是对能量平衡

(5.1.2)和q的演化方程(7.1.1)的解成立。这意味着我们可以把演化方程看成

加在所要成立的熵不等式上的约束。考虑这些约束是非常困难的任务并导致相

当复杂的计算。但采用拉格朗日乘子法可避免这些困难。当不等式(7.1.4)由
平衡方程的线性组合进行补充时则熵不等式变成完全任意的。乘以平衡方程的

因子称为拉格朗日乘子,尽管当前情形不是极值问题,但这还是可同约束极值问

题相类比的。
更明确地,熵不等式以如下方式进行表述:由平衡方程(5.1.2)和(7.1.1)

强加的约束通过拉格朗日乘子Λ0(u,q)(一标量)和Λ1(u,q)(一矢量)而明确地

引进,故不等式(7.1.4)采取下列形式

ρs
·+ Ñ·Js-Λ0(ρu

·+ Ñ·q)-Λ1·(ρq
·+ Ñ·Q-σq)≥0　 (7.1.5)

由把s和Js 对于u 和q微分,并整理有关的项可得

∂s
∂u-Λæ

è
ç

ö

ø
÷0 ρu

·+ ∂s
∂q-Λæ

è
ç

ö

ø
÷1 ·ρq

·+∂Js

∂u
·Ñu+∂Js

∂q
:Ñq

-Λ0 Ñ·q-Λ1·(Ñ·Q)+Λ1·σq ≥0 (7.1.6)

　　由于我们希望以同5.1节里一样的近似次数进行处理,不妨假定Q和σq 具

有下列形式

Q= [a1(u)+a2(u)q2]I (7.1.7)
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σq =-b1(u)q-2b2(u)q·Ñq (7.1.8)
其中a1(u),a2(u),b1(u)和b2(u)是u的未知函数。在Q的表达式中,我们没有

计入并矢积qq是由于这样的项将会在熵流的表达式及凯特尼奥定律(5.1.4)中
引起附加的贡献。在σq 中,我们忽略了q2q这样的项是因为它们将会比在5.1
节里引入的近似有高一级的贡献。

既然不等式(7.1.6)对u·和q
·是线性的,还有既然u·和q

·是任意的、独立的,不
等式的正定性要求左边的头两个括号消失,即

∂s
∂u=Λ0(≡θ-1) (7.1.9)

∂s
∂q=Λ1 (7.1.10)

其中我们已将Λ0 确定为θ-1,这是因为它具有温度倒数的量纲,在平衡态时,

∂s/∂u是平衡温度的倒数。
将式(7.1.7-8)代入式(7.1.6)的剩余部分得到

∂Js

∂u-(a′1+a′2q2)Λæ

è
ç

ö

ø
÷1 ·Ñu+ ∂Js

∂q-θ-1I-2(a2+b2)Λ1
æ

è
ç

ö

ø
÷q :Ñq-b1Λ1·q≥0

(7.1.11)
其中字母上面的一撇表示对u求偏导。既然式(7.1.11)对任意梯度Ñu和Ñq 是

线性的,则括号中的量必定消失,即

∂Js

∂u = (a′1+a′2q2)Λ1 (7.1.12)

∂Js

∂q =θ-1I+2(a2+b2)Λ1q (7.1.13)

注意不等式(7.1.11)左边最后一项是剩余的,则我们可写出

σs =-b1Λ1·q≥0 (7.1.14)
这是在没有对Js 和Λ1 作进一步假设的情况下所能最大限度地推导。为明确起

见,写出这两个量的本构方程,见下

Js = [ϕ1(u)+ϕ2(u)q2]q (7.1.15)

Λ1 = [f1(u)+f2(u)q2]q (7.1.16)

其中就像上面一样,系数ϕ1,ϕ2,f1 和f2 一样是u的未知函数。将式(7.1.15)
和式(7.1.16)代入式(7.1.13),结果为

(θ-1-ϕ1-ϕ2q2)I+[2(a2+b2)(f1+f2q2)-2ϕ2]qq=0(7.1.17)
从中可得出

θ-1 =ϕ1+ϕ2q2 (7.1.18)
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ϕ2 = (a2+b2)(f1+f2q2) (7.1.19)

满足要求“ϕ2 独立于q但为非零值”的一个简单的方法就是令

f2 =0 (7.1.20)
故式(7.1.19)约化为

ϕ2 = (a2+b2)f1 (7.1.21)
作为式(7.1.18)的结果,熵流的表达式(7.1.15)可写为

Js =θ-1q (7.1.22)
同式(5.1.16)是一致的。

剩下来就是把关系(7.1.16)代入式(7.1.12),并且同从式(7.1.15)得到的

导数比较,可发现

(ϕ′1-f1a′1)+(ϕ′2-f1a′2)q2 =0
给出

ϕ′1=f1a′1,ϕ′2=f1a′2 (7.1.23)

　　现在,让我们来表述吉布斯方程,一般可写作

ds=∂s
∂udu+∂s

∂q
·dq (7.1.24)

由式(7.1.9),(7.1.10),(7.1.16)和式(7.1.20),可发现

ds=θ-1du+f1q·dq (7.1.25)
由二阶混合偏导数相等得到

∂θ-1

∂q =f′1q (7.1.26)

积分后则

θ-1 = 1
2f′1q2+T-1(u) (7.1.27)

其中T(u)被定义为局域平衡温度对应于q=0。比较式(7.1.18)和式(7.1.27)
得到

ϕ1 =T-1,　ϕ2 = 1
2f′1 (7.1.28)

很有意思的是,当f1 是个常数时,Js 约化为经典表达式T-1q。
最后让我们返回q的演化方程(7.1.1)。借助于本构方程(7.1.7)和(7.1.8),

可有

ρq
·=-(a′1+a′2q2)Ñu-2(a2+b2)q·Ñq-b1q (7.1.29)

另一方面,借助于式(7.1.18),则可给出θ-1的梯度

Ñθ-1 = (ϕ′1+ϕ′2q2)Ñu+2ϕ2q·Ñq (7.1.30)
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将ϕ2,ϕ′1和ϕ′2分别代以它们的表达式(7.1.21)和式(7.1.23),可将Ñθ-1写成下式

Ñθ-1 = (a′1+a′2q2)f1 Ñu+2(a2+b2)f1q·Ñq (7.1.31)
故式(7.1.29)采取更熟悉的形式

ρ
b1

q·=- 1
f1b1

Ñθ-1-q (7.1.32)

在作下述确定

ρ
b1

=τ,　- 1
f1b1θ2 =λ (7.1.33)

的条件下,表达式(7.1.32)与广义的凯特尼奥方程是一样的,其中τ是弛豫时

间,λ是热传导系数。结果表达式(7.1.33)是很重要的,因为它们允许拉格朗日

乘子Λ1 可通过在式(7.1.16)和式(7.1.33)之间消去f1 而得到确定,即

Λ1 =- τ
ρλT2q (7.1.34)

最后,将由式(7.1.33)表示的f1b1 代入不等式(7.1.14),可发现熵产生取下列

形式

σs = 1
λT2q·q≥0 (7.1.35)

则λ≥0。

7.1.2　黏性流体

以上的步骤可很容易推广到其他体系,例如运动中的黏性热传导流体。变

量空间,记为V,是由经典变量空间C(密度ρ=v-1,比内能u和速度■)和流空

间F(热流q,黏性压强P■)联合组成。总起来说,空间V 包括14个独立变量(ρ,

u,pv,加上■的三个分量和q的三个分量和对称无迹张量P
0

■ 的五个分量)。经

典变量的演化是由质量、动量和能量的平衡方程来控制,而流变量的演化服从以

下形式的方程

ρq
·=- Ñ·Jq+σq

ρp
·v =- Ñ·j■ +σv

ρ(P
0
v)·=- Ñ·J

0
■ +σ0■ (7.1.36)

二阶张量Jq 代表热流之流,矢量σq 对应于热流的提供;矢量j■ 表示标量黏性

压强的流,σv 是相应的标量的源项;三阶张量J
0
■ 指定为无迹黏性压强张量的

流,二阶张量σ0■ 是它的源项。当然,在此分析阶段这些量还没有确定,必须由本

构方程加以明确,鉴于等出现公理本构方程可写作
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Jq =Jq(V),　j■ =j■(V),　J
0
■ =J

0
■(V)

σq =σq(V),　σv =σv(V),　σ0■ =σ0■(V) (7.1.37)

　　演化方程(7.1.36)和本构方程(7.1.37)不是任意的,它们必须服从下列三

个约束:(i)欧几里得不变性(客观性判据);(ii)熵产生率的正定性;(iii)熵的凸

(函数)性。
作为客观性的结果,物质时间率(materialtimerates)必须由客观性的时间

率代替。因此,在方程组(7.1.36)的第一和第三个方程里,物质时间导数应该分

别由Dq和DP
0

■ 代替,其中D表示客观时间导数,即乔曼导数。
同上,我们将引入拉格朗日乘子以致熵不等式可取下列形式

ρs
·+ Ñ·Js+Λ0(ρv

·+ Ñ·■)+Λ1(ρu
·+ Ñ·q+PT:Ñ■)

+Λ2·(ρ■·+ Ñ·P+ρF)+Λ3·(ρq
·+ Ñ·Jq+σq)

+Λ4(ρp
·v+ Ñ·jv+σv)+Λ5:[ρ(P

0
■)·+ Ñ·J

0
■ +σ0■]≥0　(7.1.38)

其中拉格朗日乘子Λi(i=0,1,…,5)是变量集合V 的未知函数。这里的步骤同

7.1.1节,但我们不作过多追究,因为在线性近似之外计算非常冗长。
总结一下在ET的标准表象和理性表象中的主要差异是很有趣的。(i)在

RET中,加于平衡方程之上的约束是利用拉格朗日乘子进行热力学第二定律的

表述,从而被考虑的。(ii)吉布斯方程不再被优先假定,而是从热力学第二定律

的约束推导而来。然而在线性近似下,两种方法的结果是同一的,即同一的流演

化方程和吉布斯方程。在非线性范围,完全的等价还没有被确立。

7.2　其他的非平衡态热力学分支

7.2.1　内可逆热力学(endoreversiblethermodynamics)

　　如果可逆分立系统之间通过热量交换进行不可逆地相互作用,则称这样的

体系为内可逆体系。内可逆描述对应着局域平衡假设。因为循环时间附加到可

逆分立体系,故这种理论又称为有限时间热力学(finitetimethermodynamics)。
这里我们简短地讨论一下带有热漏 (heatleak)诺维可夫 机 (Novikov

machine),见图7-1。此机器的功率P 为功-W 除以循环时间τ

P:= -W
τ =QH

τ 1+QL

Q
æ

è
ç

ö

ø
÷

H
≥0 (7.2.1)

此两热库(温度TH,TL)机器的熵产生为
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Σ=QH
1
Ti

- 1
T

æ

è
ç

ö

ø
÷

H
+ΔQ 1

TL
- 1

T
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
-QH -ΔQ

Ti
-QL +ΔQ

TL
(7.2.2)

注意与ΔQ 成正比的项为零,则QH,QL,TH 和TL 给定的话,熵产生不依赖于

ΔQ 和Ti。

图7-1　带热漏的两热库诺韦可夫热机的热力学图解

首先,温度Ti(TL<Ti<TH)是任意的。按照内可逆热力学的哲学,现在我

们要求诺维可夫机是可逆的。因此,克劳修斯等式,即诺维可夫机的可逆条件

变成

-QH -ΔQ
Ti

-QL +ΔQ
TL

=0 (7.2.3)

如果热漏ΔQ 是已知的,则Ti 可由上式确定。热漏是由温度差异、循环时间、热

漏的热传导率κ确定

ΔQ=κτ 1
TL

- 1
T

æ

è
ç

ö

ø
÷

i
(7.2.4)

就如同从图中看到的,对于热交换QH 存在类似的关系

QH =λτ 1
Ti

- 1
T

æ

è
ç

ö

ø
÷

H
(7.2.5)

将式(7.2.5)(7.2.3)和(7.2.4)代入式(7.2.1),我们得到功率

P =TL
1
TL

- 1
T

æ

è
ç

ö

ø
÷

i
λ 1

Ti
- 1

T
æ

è
ç

ö

ø
÷

H
-κ 1

TL
- 1

T
æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]

i
(7.2.6)

任意温度Ti 现在就可以由在常数热传导率下要求“P→极值”而确定。结果为

(λ+2κ) 1
TL

- 1
T

æ

è
ç

ö

ø
÷

i
-λ 1

Ti
- 1

T
æ

è
ç

ö

ø
÷

H
=0 (7.2.7)

Pextr =TL
λ2

4(λ+κ)
1
TL

- 1
T

æ

è
ç

ö

ø
÷

H
(7.2.8)
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7.2.2　介观理论(mesoscopictheory)

7.2.2.1　介观空间

为了描述复杂的材料,在通常的场变量之外还需要附加的场m。原则上,对
于引进附加场有两种可能:可以将它们及它们的平衡方程一起加到基本场上,
或者将它们作为完成时空(completingspace-time)的变量加起来。在作为传统

概念的第一种情形,我们不得不搞出附加场m(x,t)的平衡,这是非常难的事情。
在被称作介观理论的第二种情形,我们已经知道,就像将要看到的,在介观空间

(·)≡ (m,x,t)∈M×R3×R1 (7.2.9)
里定义所有的平衡方程,这种时空是由被介观变量m 所延伸的时空跨越的。

7.2.2.2　介观平衡(mesoscopicbalance)

介观平衡可在介观空间中定义,它们具有结构

　∂t[ρ(·)a(·)]+ Ñx·[■(·)ρ(·)a(·)+Ψ (·)]

+ Ñm·[u(·)ρ(·)a(·)+Ξ(·)]=φ(·)+σ(·) (7.2.10)
这里,ρ(·)是介观质量密度,即在(x,t)的一个体积元中所有粒子的质量密度,
体积元的介观变量有值m,a(·)为基本场,■(·)是介观速度,u(·)介观改变

速度(mesoscopicchangevelocity),Ψ (·)是传导流,Ξ(·)是改变传导流,

φ(·)是提供项,σ(·)是产生项。按照式(7.2.10),介观质量平衡为

∂
∂tρ

(·)+ Ñx·[ρ(·)■(·)]+ Ñm·[ρ(·)u(·)]=0 (7.2.11)

■(·)和u(·)如下定义

(m,x,t)→ (m+u(·)Δt,x+■(·)Δt,t+Δt) (7.2.12)
动量的介观平衡变为

∂
∂t

[ρ(·)■(·)]+ Ñx[■(·)ρ(·)■(·)-TT(·)]

+ Ñm[u(·)ρ(·)■(·)-T′(·)]=ρ(·)k(·) (7.2.13)

其中T
↔(·)和T

↔
′(·)是动量的传导项,k(·)是比外力密度(specificexternal

forcedensity)。因为(x,t)处体积元里的分子具有不同的m 值,我们定义介观

分布函数f(m,x,t),像通常的那样可以归一化

∫f(m,x,t)dM =1 (7.2.14)

介观分布函数和介观质量密度联系在一起
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ρ(·)=f(·)ρ(x,t) (7.2.15)
与式(7.2.14)是一致的。从式(7.1.11)和式(7.2.15)有介观分布函数的平衡

方程

∂
∂tf

(·)+Ñ·[■(·)f(·)]+Ñm[u(·)f(·)]+f(·)∂
∂t+■(·)·Ñ[ ]x lnρ(x,t)=0

(7.2.16)
是福克-普朗克(Fokker-Plank)类型的方程。

使用介观分布函数,我们得到宏观的、不同阶的阶参数场,将通常的八场-
理论作了延伸

A(x,t):=∫f(·)mdM,　a(x,t):=∫f(·)mm dM (7.2.17)

aN(x,t):=∫f(·)m…N 次 …m dM (7.2.18)

其中 ab 是ab的对称无迹部分。
介观本构理论直到现在没有得到很好地发展,但在应用介观理论于微裂纹

等问题取得了一些进展。
此外,还有所谓的量子热力学(quantumthermodynamics),由于涉及较多的

量子力学的知识,在此我们不再介绍。



流体力学中有两种描述无穷多连续分布微团运动的方法。第一种方法是最

常用的场描述法,也称欧拉描述法:在选定的时空坐标系{x,t}中考察流动过程

中力学和其他物理参量的分布。时空坐标{x,t}是自变量,并称作欧拉变量;当

地的物理参量,如流动速度■、温度T、压强p等表示为欧拉变量的函数,即

■=■(x,t),　T =T(x,t),　p=p(x,t) (A.1)
上式为流体中的速度分布、温度分布和压强分布,或简称为速度场、温度场和压

强场。另一种描述法是拉格朗日描述法,即跟踪质点来描述它们的力学和其他

物理状态。要实现这种方法,关键是建立识别每个质点的“标记”方法。最方便

的标记方法是用每个质点在初始时刻的坐标,然后跟踪每个质点,在它们的运动

轨迹上考察它们的物理状态。连续介质可分割成无限多连绵一片的质点,因此

连续介质质点的初始时刻坐标A(a1,a2,a3)在考察的区域内连续分布。质点的

初始时刻坐标A和时间变量t是拉格朗日法的自变量,并称为拉格朗日变量。
流体质点的位移x、温度T 和压强p 等是拉格朗日变量的函数,即

x=x(A,t),　T =T(A,t),　p=p(A,t) (A.2)

　　定义　质点携带的物理量随时间的变化率称为随体导数(或称质点导数或

物质导数或拉格朗日导数),用d
dt

表示。

任意物理量的欧拉表达式为:Q=Q(x,t),Q 可以是标量、矢量或张量,它
的随体导数等于

dQ
dt = lim

δx→0,δt→0

Q(x+δx,t+δt)-Q(x,t)
δ[ ]t

(A.3)

利用泰勒展开:
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Q(x+δx,t+δt)=Q(x,t)+ ∂Q
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

t δt+δx·ÑQ+0(δt2,|δx|2,δt|δx|)

(A.4)
代入质点导数公式(A.3),得到

dQ
dt =∂Q

∂t+■·ÑQ (A.5)

上式对任意物理量都成立,因此我们可以将随体导数的运算用以下算符表示

d
dt= ∂

∂t+■·Ñ (A.6)

可用文字描述:物理量的随体导数=局域导数(或称欧拉导数)+对流导数。



在这里主要介绍张量代数和张量微积分的一些知识。在直角坐标系中进行

(称笛卡儿张量)。

I　张量代数

1.数乘

设有矢量a=aiei 和b=biei,若b=αa,则bi=αai,其中α为一标量,反之亦

然。即

b=αa⇔bi =αai (B.1)

同理,若有二阶张量T=Tijeiej 和S=Sijeiej,则
T=αS⇔Tij =αSij (B.2)

2.加法

若有T=Tijeiej 和S=Sijeiej,则

B=T+S⇔Bij =Tij +Sij (B.3)

3.点积

矢量的点积

a·b= (aiei)·(bjej)=aibjδij =aibi (B.4)
可见点积相当于指标缩并。二阶张量与矢量的点积

b=T·a= (Tijeiej)·(akek)=Tijakδjkei =Tijajei

所以
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b=T·a⇔bi =Tijaj (B.5)
同理

c=a·T⇔cj =aiTij

二阶张量的迹

TrT=Tijei·ej =Tijδij =Tii (B.6)
所以“迹”就是二阶张量在其并矢的两个矢量之间取点积,等于对两个指标取和

(又称缩并),它等于张量主对角线分量之和。
二阶张量之间的点积和双点积

T=Tijeiej,　S=Sklekel

U=T·S= (Tijeiej)·(Sklekel)

=TijSkl(ej·ek)eiel =TijSklδjkeiel =TijSjleiel

所以

U =T·S⇔Uil =TijSjl (B.7)

T:S= (Tijeiej):(Sklekel)=TijSkl(ei·ek)(ej·el)

=TijSklδikδjl =TijSij (B.8)

T··S= (Tijeiej)··(Sklekel)=TijSkl(ei·el)(ej·ek)

=TijSklδilδjk =TijSji (B.9)

4.并乘

设a,b为两矢量。定义二阶张量T为

T=ab= (aiei)(bjej)=aibjeiej

所以

T=ab⇔Tij =aibj (B.10)
设a为矢量,T为二阶张量。定义三阶张量W 为

W =aT = (aiei)(Tjkejek)=aiTjkeiejek

W =aT⇔Wijk =aiTjk (B.11)

5.叉乘

引入置换符号

eijk =
0 当两个或两个以上指标取相同值时

1 当i,j,k按正序(即1,2,3;2,3,1;3,1,2)取值

-1 当i,j,k按逆序(即1,3,2;2,1,3;3,2,1)

ì

î

í

ïï

ïï 取值

不难验证

ej×ek =eijkei
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ei =eijkej×ek (B.12)
利用置换符号,叉乘可表示为

c=a×b= (ajej)×(bkek)=eijkajbkei

ci =eijkajbk (B.13)

II　张量微积分

1.梯度

设有标量函数φ(x1,x2,x3),例如物体的温度和密度。当坐标转换时同一

点的新老坐标值不同了,函数φ的形式也随之改变,但同一点的φ值保持不变

(即不随坐标变换而改变)。∂φ
∂xi

有三个分量,它们的几何集合是否构成一个矢

量? 由复合函数求导法则,有

∂φ
∂x′i = ∂φ

∂xj

∂xj

∂x′i =βi′j
∂φ
∂xj

上式表明∂φ
∂xi

是矢量的分量。利用算符Ñ(读作nabla)把它记作

φÑ= ∂φ
∂xi

ei = ∂φ
∂x′i

e′i

Ñφ =ei
∂φ
∂xi

=e′i∂φ∂x′i
(B.14a)

显然φÑ=Ñφ,我们称其为标量场φ(xi)的梯度。梯度为一矢量场,其方向垂直

于φ的等值面并指向φ 增加的方向。

(φÑ)i = ∂φ
∂xi

=φ,i

(Ñφ)i = ∂φ
∂xi

=∂iφ (B.14b)

梯度可以推广到矢量场和张量场。
设■(x1,x2,x3)为一矢量场,则

■=viei

■Ñ= ∂■
∂xj

ej = ∂
∂xj

(viei)ej =∂vi

∂xj
eiej =vi,jeiej (B.15a)

(■Ñ)ij =vi,j (B.15b)

Ñ■=ei
∂■
∂xi

=ei
∂

∂xi
(vjej)=∂vj

∂xi
eiej =∂ivjeiej (B.16a)
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(Ñ■)ij =∂ivj (B.16b)
显然■Ñ为二阶张量场,■Ñ=(Ñ■)T,(上标 T表示转置)。

2.散度和旋度

Tr(■Ñ)称为矢量场■的散度

Tr(■Ñ)=■·Ñ= ∂v
∂xj

·ej =vi,jei·ej =vi,jδij =vi,i

Tr(Ñ■)= Ñ·v=ei·∂v
∂xi

=∂ivjei·ej =∂ivi (B.17)

散度■·Ñ=Ñ·■为一标量场。
Ñ×■称为旋度,它是一个矢量场,定义为

Ñ×■=ei×∂■
∂xi

=∂ivjei×ej =∂ivjeijkek

■× Ñ= ∂■
∂xj

×ej =vi,jei×ej =vi,jeijkek (B.18)

由置换符号的性质可知■×Ñ=-Ñ×■。
对于其他任意阶张量T,一般说来

T Ñ≠ ÑT
T·Ñ≠ Ñ·T
T× Ñ≠ Ñ×T (B.19)

3.格林公式和斯托克斯公式

V 为三维空间的域,a为其封闭表面。面元da处的单位外法线记作n。可

将面元表示为一个矢量da
da=nda

可以证明

∫V
dV Ñ·■=∮a

da·■ (B.20)

其中■为矢量场。这就是所谓的格林公式。设开口曲面a的封闭边界为l,l的

指向与面元da的外法线方向n 成右手关系,则

∫a
da·(Ñ×■)=∮

l

ds·■ (B.21)

这就是斯托克斯公式。



利用微分运算求某给定函数的极值是微分运算的基本问题之一。函数

y(x)在x=a处取极值的必要条件是y′(a)=0。变分运算处理的是与此类似但

更加复杂的问题,它同样是寻找极值条件,但它并不是寻找给定函数y(x)的极

值条件,而是寻找某个函数y(x),使得该函数的某种函数(通常是某种定积分)

取极值。例如求定积分∫
x2

x1
F(x,y,y′)dx取极值的条件,其中F 是独立变量x 和

因变量y及y′的函数,x1 和x2 是积分的上下限,对应于x1 和x2,y有确定的值

y1 和y2。对于连接(x1,y1)和(x2,y2)两点之间的不同路径,∫
x2

x1
F(x,y,y′)dx

将取不同的值。设y(x)是使积分取极值的路径,Y(x)是它邻近的某条路径。
定义

δy(x)≡Y(x)-y(x) (C.1)

δF ≡F(x,Y,Y′)-F(x,y,y′) (C.2)
符号δ称为变分符号,它代表在x取值相同的情况下从积分取极值的路径变换

到某条邻近的路径时被δ符号作用的量的增量。很明显有

δx=0 (C.3)

δy′≡δ dy
d

æ
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x =dY
dx-dy

dx= d
dx

(Y-y)= d
dxδy (C.4)

上式表明δ和 d
dx

的运算次序可以互换。另外利用泰勒级数展开F(x,y+δy,

y′+δy′),并取其主要项,可得到

δF=F(x,y+δy,y′+δy′)-F(x,y,y′)

=∂F
∂y

δy+∂F
∂y′

δy′ (C.5)
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这表明变分具有和微分相似的性质和运算法则。于是∫
x2

x1
Fdx取极值的必要条件

可写作

δ∫
x2

x1
F(x,y,y′)dx=∫

x2

x1
δF(x,y,y′)dx=0 (C.6)

即

∫
x2

x1

∂F
∂y

δy+∂F
∂y′

d
dx

(δy[ ])dx=0 (C.7)

将上式左边的第二项积分作分部积分可得

-∫
x2

x1

d
dx

∂F
∂y

æ

è
ç

ö

ø
÷

′ δydx+ ∂F
∂y′

δ[ ]y
x2

x1

考虑到y1 和y2 有确定值,即δy1=δy2=0,可得到∫
x2

x1
Fdx取极值的条件为

∫
x2

x1

∂F
∂y- d

dx
∂F
∂y

æ

è
ç

ö

ø
÷

′δydx=0 (C.8)

由于δy是任意的,为使(C.8)恒成立,要求

∂F
∂y- d

dx
∂F
∂y′=0 (C.9)

方程(C.9)称为欧拉方程。上面仅考虑了只有一个独立变量x 的情况,推广到

有多个独立变量的情形是很容易的。例如要寻找一个函数u(x,y,z),使得

∫
x2

x1∫
y2

y1∫
z2

z1
F(x,y,z,u,ux,uy,uz)dxdydz

取极值,利用和上面类似的办法,可得到相应的欧拉方程

∂F
∂u- ∂

∂x
∂F
∂ux

- ∂
∂y

∂F
∂uy

- ∂
∂z

∂F
∂uz

=0 (C.10)

其中x,y,z为独立变量,u是它们的函数,ux,uy 和uz 分别代表偏导数。利用公

式(C.10)可直接得到∭(Ñu)2dxdydz取极值的条件为

Ñ2u=0 (C.11)



索　　引

A
爱因斯坦　Einstein
昂色格　Onsager
昂色格倒易关系　Onsagerreciprocalrelations

B
伴随可逆过程　accompanyingreversibleprocess
本构独立变量　constitutiveindependentvariable
本构方程　constitutiveequation
本构依赖变量　constitutivedependentvariable
比亥姆霍兹自由能　specificHelmholtzenergy
比熵　specificentropy
比外力密度　specificexternalforcedensity
标架无差异性或客观性公理　axiomofmaterialframe-indifferenceorobjectivity
玻耳兹曼常数　Boltzmannconstant
玻耳兹曼方程　Boltzmannequation
不均匀性　heterogeneity
不可逆过程　irreversibleprocess
不可逆过程热力学　thermodynamicsofirreversibleprocesses

C
产生函数　generator
超熵产生　excessentropyproduction
超熵流　extraentropyflux
弛豫　relaxation
传导　conduction

D
等出现公理　axiomofequipresence
笛卡儿坐标系　Cartesiancoordinate
对流　convection

F
反应-扩散　reaction-diffusion
非平衡态　non-equilibriumstate
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非平衡态热力学　non-equilibriumthermodynamics
非线性热力学　non-linearthermodynamics
斐克定律　Ficklaw
福克-普朗克方程　Fokker-Plankequation
傅里叶定律　Fourierlaw

G
GENERIC　generalequationforthenon-equilibriumreversible-irreversiblecoupling
刚性各向同性体系rigidisotropicbody
高斯定理　Gausstheorem
格林公式　Greenformula
隔离　isolation
共轭的　conjugated
构造张量　conformationtensor
广延不可逆热力学　extendedirreversiblethermodynamics
广延热力学　extendedthermodynamics

H
哈密顿程式　Hamiltonianformulation
哈密顿结构　Hamiltonianstructure
亥姆霍兹自由能　Helmholtzfreeenergy
耗散　dissipation
耗散结构　dissipativestructure
横向速度　transversevelocity

J
基本不等式　fundamentalinequality
记忆或遗传性公理　axiomofmemoryorheredity
伽利略变换　Galileotransformation
接触温度　contacttemperature
介观改变速度　mesoscopicchangevelocity
介观理论　mesoscopictheory
介观平衡　mesoscopicbalance
金兹堡　Ginzburg
金兹堡-朗道方程　Ginzburg-Landauequation
经典不可逆热力学　classicalirreversiblethermodynamics
静热学　thermostatics
居里原理　Curieprinciple
局域伴随态　localaccompanyingstate
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局域导数　localderivative
局域平衡　localequilibrium
局域熵平衡方程　localentropybalanceequation
局域作用公理　axiomoflocalaction
均匀化　homogenization

K
卡诺定理　Carnottheorem
卡萨斯-威兹奎兹　Casas-Vázquez
卡西米尔　Casimir
凯特尼奥　Cattaneo
考尔曼　Coleman
柯西关系　Cauchy’srelation
柯西应力　Cauchystress
克劳修斯-杜亥姆不等式　Clausius-Duheminequality
克劳修斯-普朗克不等式　Clausius-Plankinequality
控制方程　governingequation
库柏对　Cooper’spair
扩散　diffusion

L
拉格朗日乘子　Lagrangemultiplier
拉格朗日导数　Lagrangiantimederivative
拉格朗日量　Lagrangian
拉普拉斯力　Laplaceforce
莱本　Lebon
朗道　Landau
朗之万方程　Langevinequation
勒让德变换　Legendretransformation
雷诺输运定理　Reynoldstransformation
李-泊松括号　Lie-Poissonbracket
李雅普诺夫　Lyapounov
理性广延热力学　rationalextendedthermodynamics
理性热力学　rationalthermodynamics
栗弗席兹　Lifshitz
连续统　continuum
量子热力学　quantumthermodynamics
临界温度　criticaltemperature
流变模型　rheologicalmodel
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流的流　fluxofflux
流势　flowpotential
流体动力学方程　hydrodynamicequation
率类型材料　materialoftheratetype
率无关　rate-independent
洛伦兹力　Lorentzforce

M
麦克斯韦关系　Maxwellrelation
(麦克斯韦-)凯特尼奥定律　(Maxwell-)Cattaneolaw
谬勒　Müller

N
纳维　Navier
内变量　internalvariable
内变量热力学　thermodynamicswithinternalvariables
内部自由度　internaldegreeoffreedom
内耗散　internaldissipation
内可逆热力学　endoreversiblethermodynamics
能量均分定理　energyequipartitiontheorem
逆变导数或上对流导数　contravariantderivativeorupperconvectedderivative
黏弹-塑性　visco-elasticity-plasticity
黏性的　viscous
黏滞性　viscosity
牛顿-斯托克斯定律　Newton-Stokeslaw
诺尔　Noll
诺维可夫机　Novikovmachine

O
欧几里得变换　Euclideantransformation
欧几里得群　Euclideangroup
欧拉导数　Euleriantimederivative
欧拉方程　Eulerequation
欧拉关系　Euler’srelation
欧姆定律　Ohmlaw

P
帕奥拉-基尔霍夫应力　Piola-Kirchhoffstress
偏勒让德变换　partialLegendretransformation
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偏勒让德-芬采尔变换　partialLegendre-Fencheltransformation
平衡方程　balanceequation
平衡态热力学　equilibriumthermodynamics
平流　advection
泊松括号　Poissonbracket
普里戈金　Prigogine

Q
乔曼导数或共旋导数　Jaumannderivativeorco-rotationalderivative
切变黏滞性　shearviscosity
亲和势　affinity
屈服极限　yieldlimit
确定性公理　axiomofdeterminism

R
热力学　thermodynamics
热力学第二定律　secondlawofthermodynamics
热力学力　thermodynamicforce
热力学流　thermodynamicflux
热流矢量　heatfluxvector
热流体力学　thermohydrodynamics
热漏　heatleak
容许性公理　axiomofadmissibility
茹格瑞　Ruggeri

S
熵表象　entropyrepresentation
熵产生率　rateofentropyproduction
熵流密度　entropyfluxdensity
实在信息　materialinformation
斯托克斯流体　Stokesianfluid
速度梯度　velocitygradient
算子　operator
随体导数　materialtimederivative

T
弹性　elasticity
汤姆孙　Thomson
特鲁斯代尔　Truesdell
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体黏滞性　bulkorvolumeviscosity
统计物理学　statisticalphysics

W
丸盒法　pill-boxmethod
完成时空　completingspace-time
唯象的　phenomenological
沃太拉导数　Volterraderivative
物质时间率　materialtimerate

X
线性热力学　linearthermodynamics
相变　phasetransition
消褪的记忆　fadingmemory
协变导数或下对流导数　covariantderivativeorlowerconvectedderivative

Y
雅可比恒等式　Jacobiidentity
一般发展判据　generalevolutioncriterion
一般热力学稳定性判据　generalthermodynamicstabilitycriterion
隐变量　hiddenvariable
有限时间热力学　finitetimethermodynamics

Z
涨落　fluctuation
滞弹性应力　anelasticstress
周　Jou
状态方程　equationofstate
准静态过程　quasi-staticprocess
纵向速度　longitudinalvelocity
最小熵产生原理　principleofminimumentropyproduction
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后　　记

也许有人会问:“为什么有这么多的热力学学派?”对这个问题,可简短地回

答如下:这是由于从平衡态热力学(或称“静热学”)到非平衡态热力学没有自然

的延伸,而要进行延伸看起来很容易,一个人只需以真实的过程来代替平衡态热

力学里的可逆过程,以适当的热学量例如热流密度、内能、熵等对连续统力学的

平衡(balance)关系进行延伸就可以。
当然实际上并非如此容易,因为,平衡态热力学是为分立体系而建立的,而

非平衡态热力学可呈现两种形式,既可以是分立体系的非平衡态理论(见7.2
节),也可以作为对连续统力学的平衡关系进行延伸而得到的场描述。两种形式

的描述在实际当中都得到了成功的应用。
对于已有的整个非平衡态热力学理论体系,我们不妨提出这样一些问题,对

它们的回答可以帮助读者更好地理解这些学派的分类:
(1)对所考虑的体系是进行分立的描述还是进行场描述?
(2)温度和熵是作为原始概念出现呢还是作为导出量出现?
(3)所选择的状态空间是小还是大?
(4)在所选择的状态空间里是不是所有的本构方程都得到了恰当的定义?
(5)耗散不等式在时间上是整体的还是局域的?
(6)热流密度和熵流密度之间的关系是普适的还是依赖于具体材料呢?
(7)应用耗散不等式的步骤是怎样的?
(8)对于复杂材料,是采用介观理论描述呢还是靠引入附加场及它们的平

衡关系进行描述?
(9)非平衡态过程是局限于内可逆热力学描述还是不考虑可逆部分进行

描述?
(10)非平衡体系的唯象描述有正确的量子力学背景吗?
在非平衡态热力学发展的历史中,以布鲁塞尔学派在20世纪六七十年代取

得的成就为标志达到了第一个高峰,七八十年代兴起的广延热力学和内变量热

力学可以说又达到了一个高峰。之后,进入了一个平稳发展时期。
最后,谈一谈非平衡态情形下热力学与统计物理的关系。大家都知道,热力

学作为一种唯象的理论,一般是领先于统计物理的发展———无论在平衡态情形

下还是在非平衡态情形下都如此。两种情形所不同的是,平衡态情形下,热力学

与统计物理结合得比较紧密,热力学已较完善,而统计物理也得到长足地发展。
但在非平衡态情形下,热力学发展得还并不完善,至于成熟还需时日;但尽管如
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此,非平衡态统计物理仍大大落后于热力学的发展,好像只是在气体及布朗粒子

等体系上得到了发展,至于在复杂的凝聚态物质上还鲜见开创性的工作。
道路还长,摆在面前的问题还很多,都需要大家的努力。尽管看来在当前非

平衡态热力学好像是一个比较“冷”的学科,但我们完全可以预料,它的每一个大

的进展都会对整个物理学科产生深远的影响。
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